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Abstract

| This report discusses problems emerging from interfacing quantum
i optics with general relativity and investigates possible optical tests
of metric gravitation theories.

The propagation of light through a gravitational field is described
from an optical physicist's point of view, i.e. via wave equations for
the electric and magnetic fields. Well known effects in the interac-
tion between 1ight and gravitation such as the Einstein and the Mach
deflection of light are rederived using this formalism. Moreover this

approach is used to extend the simple derivation of the Sagnac effect
to include the presence of gravitational fields. This generalized
theory of the Sagnac effect is then applied to optical tests of metric
gravitation theories using ring-Tlaser gyroscopes.

The ultimate sensitivity of these devices is Timited by quantum noise
due to spontanous emission of the laser atoms. In particular, the

influence of quantum noise on the mean beat frequency of a ring-laser
gyroscope is of central importance. In this report we investigate the
effect of quantum noise on the popular dithered ring-laser gyroscope.

In such devices an oscillating external rotation rate is added in
order to avoid the locking effect and the corresponding dead band in
which the gyroscope is insensitive to rotation. Approximate analytical
expressions for the lock-in versus rotation rate curves of a sine-wave
dithered ring-laser gyroscope as well as an exact result in terms of
infinite matrix continued fractions are obtained. The dither causes
additional dead bands to appear at multiples of the dither frequency.
The theory shows that these dead bands are influenced by the quantum
noise in approximately the same way as in the undithered gyroscope:
the clear distinction between locked and unlocked zones ceases to

exist.

We conclude by discussing an interesting Russian proposal for a new
optical version of a gravity wave detector based on nonlinear absorp-
tion spectroscopy. Due to the acceleration of the atoms caused by the_

gravity wave, the absorption spectrum contains additional resonances.
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In order to calculate these side bands the semiclassical theory of the
laser is extended to treat the presence of acceleration. Moreover the
influence of thermal motion of the laser atoms on the heights of the
gravity wave induced resonances is investigated. We demonstrate that
thermal motion does not enhance their intensity in an absolute sense

as suggested in the Russian literature.

Zusammenfassung:

In dieser Arbeit behandeln wir Probleme aus dem Grenzgebiet von
(Quanten-) Optik und Gravitationstheorie und untersuchen insbesondere
optische Tests der allgemeinen Relativitdtstheorie.

Es wird ein Formalismus entwickelt, in dem die Ausbreitung von elektro-
magnetischen Wellen in einem Gravitationsfeld iber eine Wellengleichung
fir das elektrische Feld beschrieben wird. Diese enthdlt zwar keine
neuen Gravitations-Licht Effekte, erlaubt jedoch die Ableitung der
bekannten Effekte bei vorgegebener Metrik aus einer einzigen, kompak-
ten Gleichung. Wir finden so nicht nur neue Ableitungen der schon in
der Literatur diskutierten Effekte, wie z.B. der Einsteinschen und der
Machschen Lichtablenkung, sondern auch eine einfache Herleitung der
Verallgemeinerung des klassischen Sagnac-Effekts. Dieser Effekt ermog-
licht prinzipiell, mit Ring-Laser-Gyroskopen Tests der allgemeinen
Relativitdtstheorie durchzufiihren.

In diesem Zusammenhang spielt die Empfindlichkeit dieser optischen
Kreisel, die durch das Quantenrauschen im Resonator begrenzt wird,
eine wichtige Rolle. Wir untersuchen den EinfluB des Quantenrauschens
auf die mittlere Schwebungsfrequenz eines Ring-Laser-Gyroskops mit
Zitterantrieb und geben dafiir sowohl approximative, analytische Aus-
driicke als auch ein exaktes Ergebnis in Form von unendlichen Matrix-
Kettenbriichen an. Auf Grund des Zitterantriebs entstehen zusdtzliche
"tote Bander" bei ganzzahligen Vielfachen der Zitterfrequenz, die
naherungsweise vom Quantenrauschen in derselben Weise beeinfluBt
werden, wie beim ungezitterten Gyroskop: Der Ubergang vom freien zum
eingerasteten Bereich ist nicht mehr scharf, sondern wird durch das

Rauschen "ausgeschmiert".

AbschlieBend diskutieren wir einen Vorschlag mehrerer russischer
Autoren, nichtlineare Absorptionsspektroskopie zum Nachweis von
Gravitationswellen zu benutzen. Auf Grund der Beschleunigung der Atome
durch die Gravitationswelle enthdlt das Absorptionsspektrum auBer dem

bekannten Lamb Dip noch zusdtzliche Resonanzen. Zu deren Berechnung

erweitern wir die halbklassische Lasertheorie auf Atome mit Beschleunigung




und untersuchen insbesondere den EinfluB der thermischen Geschwindig-
keit der Atome. Wir zeigen, daB die Beriicksichtigung der Brownschen
Bewegung nicht, wie die russische Originalarbeit nahelegt, zu einer
absoluten Steigerung der Intensitat der Seitenbander fiihrt.
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0. Einleitung und Uberblick iiber die Arbeit

0.1 Historische Bemerkungen zur Beziehung zwischen Gravitationstheorie

und Elektrodynamik

Vor mehr als hundert Jahren, im Jahre 1879, ist James Clerk Maxwell ge-
storben und Albert Einstein geboren. Dem einen verdanken wir die Ent-
wicklung der E]ektfodynamik, dem anderen die der allgemeinen Relativitats-
theorie. Heute wissen wir, in welch enger Beziehung diese beiden Theorien
zueinander stehen: beide Theorien sind Eichtheorien. Doch schon im Jahre
1893, also lange vor der Entwicklung der allgemeinen Relativitdtstheorie,
hat 0. Heaviside eine Theorie der Schwerkraft! vorgestellt, die in noch
engerem Verhdltnis zur klassischen Elektrodynamik steht als die Einsteinsche.
Danach soll das Gravitationsfeld denselben Gleichungen geniigen wie das
elektromagnetische Feld, also den Maxwell Gleichungen*. Die Rolle der Ladung
und des Stroms in der Elektrodynamik iibernimmt die Masse bzw. der Massen-
strom. Daher gibt es auch zwei Arten von Gravitationsfeldern: jede ruhende
Massenverteilung erzeugt ein "elektrisches Gravitationsfeld" und jede be-

wegte Masse einen Strom und daher ein "magnetisches Gravitationsfeld". Die

Ausbreitung der Schwerkraft geschieht somit analog zur Elektrodynamik iiber
Wellen, den sogenannten "Schwerewellen". Forward2 und Braginsky et al.3
konnten schlieBlich den Zusammenhang zwischen der allgemeinen Relativitats-
theorie von Einstein und der Heavisideschen Theorie herstellen: Im Falle
eines schwachen Gravitationsfeldes, das durch sich langsam bewegende

Massen erzeugt wird, kann man namlich die Einsteinschen Feldgleichungen

$o umschreiben, daB sie in die Maxwell Gleichungen lbergehen?.

Schon kurz nach Vollendung der allgemeinen Relativitdtstheorie wurde im
Jahre 1918 das erste Beispiel eines "magnetischen Gravitationsfeldes"
als Losung der Einsteinschen Feldgleichungen gefunden. H. Thirring be-
rechnete in seiner Arbeit® "Uber die Wirkung rotierender ferner Massen
in der Einsteinschen Gravitationstheorie" das Gravitationsfeld einer

! rotierenden kugelformigen Massenschale. Dabei fand er neben dem radial
symmetrischen Newtonschen Gravitationsfeld noch ein zusdtzliches, das

sich analog zu einem Magnetfeld aus einem Vektorpotential ergibt**. Die

* Eine dhnliche Vermutung hatte auch schon Maxwell geduBert.

Schon Thirring hat in einer FuBnote in seiner Arbeit auf diese

| — 'ilJ

*%

Analogie zur Elektrodynamik hingewiesen.




Effekte, die von diesem "magnetischen Gravitationsfeld" herrihren, sind
jedoch um den Faktor 106 kleiner als bei einem Newtonschen Gravitations-
feld. Daher konnten diese Felder auch bis heute noch nicht experimentell

nachgewiesen werden.

Eine weitere Hypothese der Heavisideschen Theorie ist die Existenz von
Schwerewellen. Diese wurden ebenfalls schon im Jahre 1918 von Einstein®
vorhergesagt, konnten aber bis heute noch nicht experimentell verifiziert
werden. J. Weber? glaubte im Jahre 1967, daB ihm ein solcher Nachweis ge-
lungen sei, jedoch eine Wiederholung seiner Experimente durch mehrere
Gruppen brachte keine Bestdtigung. Somit ist die Frage nach der Existenz
dieser Wellen wieder offen. Die Suche nach geeigneten Experimenten zur
Messung der "magnetischen Gravitation" und die Entwicklung von Gravita-
tionswellen-Detektoren bilden somit den Schwerpunkt der experimentellen
Gravitationsphysik .

Neben diesen offenen Fragen diirfen nicht die Erfolge der Einsteinschen
Theorie iibersehen werden. Als erste war diese in der Lage, die von
Leverrier im Jahre 1845 entdeckte Perihelverschiebung des Merkurs zu
erklaren. Einsteins Berechnung der Lichtablenkung im Gravitationsfeld
der Sonne konnte 1919 von Eddington experimentell bestdtigt werden und
die MoBbauerspektroskopie konnte die Vorhersagen der die allgemeinen
Relativitatstheorie auch im dritten der drei klassischen Tests, der

Rotverschiebung bestatigen?.

Andererseits gibt es verschiedene alternative Theorien®, so z.B. von
Jordan und Brans, Dicke oder die Theorie von Ni, deren Vorhersagen
innerhalb der Fehlergrenzen ebenfalls mit den experimentellen Ergebnis-
sen Ubereinstimmen. Dariiber hinaus gibt es ernstzunehmende Kritiker wie
Schiffl0, die glauben, daB die Lichtablenkung und die Rotverschiebung
keine Tests der allgemeinen Relativitdtstheorie darstellen, da sie aus
der speziellen Relativitidtstheorie unter Benutzung des Aquivalenz-
prinzips abgeleitet werden kdonnen*. So ist es Lenz12 gelungen, das
Schwarzschildsche Linienelement, das eine exakte Losung der Einsteinschen
Feldgleichungen darstellt, ohne Feldgleichungen zu gewinnen. Dies wiirde
den Test der Perihelverschiebung weniger signifikant machen, der auch nach
neueren Messungen nicht mehr unumstritten ist!3. Es ist daher von

* W. Rindler™™ hat am Beispiel eines statischen, parallelen Gravitations-
feldes gezeigt, daB eine solche Argumentation auf von der Einsteinschen
Theorie abweichende Ergebnisse fiihrt und somit nicht generell giiltig
sein kann (siehe auch Erliduterungen auf S. 179 zu Ref. 12).

groBem Interesse, neue Moglichkeiten zu Tests der einzelnen Theorien gegen-

einander zu finden. Dabei soll ausdriicklich betont werde, daB die Mehrheit
der Physiker von der Richtigkeit der Einsteinschen Theorie iiberzeugt ist.
Fir sie spricht auch schon die Tatsache, daB sie in der Menge der

alternativen Theorien die einfachste ist.

Die Entwicklung des Lasers hat dem Experimentalphysiker neue Moglichkeiten
zu Tests der allgemeinen Relativitdtstheorie in die Hand gegeben, Laser-
pulse mit einer Dauer von Piko Sekunden und Cdsium Uhren haben zum ersten-
mal die experimentelle Realisierung des Einsteinschen Gedanken-Experi-
ments zur Synchronisation von Uhren ermoglicht!4. Die Umlaufbahn des
Mondes konnte mittels Laufzeitmessungen eines Laserpulses von der

Erde zum Mond und zuriick auf 15 cm genau vermessen werdenlS. Dies be-
statigte, wie wir spater sehen werden, die Aquivalenz von schwerer und
trager Masse auch fiir "groBe" Korper wie Planeten. Die Moglichkeit des
Nachweises von Gravitationswellen iber ein Laser-Interferometer ist
vielversprechend. Der Leiter der Gravitationswellen-Gruppe in Glasgow

und Caltech, R. Drever, meint sogar, daB mittels dieser optischen

Methode die Existenz dieser Wellen spdtestens in 10 Jahren bewiesen

sein werdel®.

0.2 Problemstellung der Arbeit und Uberblick iiber Ergebnisse

Diese ersten erfolgreichen Anwendungen des Lasers zu Tests der allgemeinen
Relativitatstheorie haben uns veranlaBt, die Gravitations-Licht-Wechsel-
wirkung erneut zu studieren. Dazu werden wir die Ausbreitung eines elektro-
magnetischen Probesignals in einem Gravitationsfeld untersuchen. Dies soll
aus dem Blickwinkel der klassischen Elektrodynamik geschehen, in der ein
solcher ProzeB iiber eine Wellengleichung fiir die Felder E und Fi be-
schrieben wird. Unser Ziel ist daher, aus den allgemein relativistischen
Maxwell Gleichungen solche Wellengleichungen abzuleiten. Da man sich

in dieser Verallgemeinerung der Sprache der Tensoralgebra bedient, nehmen
sie eine ungewohnte Gestalt an. Deshalb benutzen wir diese Gleichungen in

einer Form'7, in der sie an die Elektrodynamik in einem Medium erinnern.
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Neben dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Feld B treten so noch
die Felder B und F auf, die iiber "Materialgleichungen" mit E und B zu-

sammenhdngen. Die Komponenten des dabei notwendigen "Suszeptibilitats-

tensors" sind durch eine Kombination der metrischen Fundamentalkoeffizien-

ten gegeben. Wegen dieser Analogie, auf die schon Tamm im Jahre 1924 hin-
gewiesen hat, kann das Gravitationsfeld in seiner Wirkung auf die Licht-
ausbreitung als dielektrisches Medium bezeichnet werden. Effekte wie die

Einsteinsche Lichtablenkung werden so auch verstandlich

Ausgehend von diesen Gleichungen haben wir eine Wellengleichung fiir das
elektrische Feld abgeleitet. Diese enthdlt neben dem iiblichen (speziell
relativistischen) Wellen-Operator noch "Polarisationsterme" d.h. Treib-
terme, die die Wirkung des Gravitationsfeldes auf das Licht beschreiben.
Diese d@ndern z.B. die effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts.
So ist die Laufzeit eines Signals zwischen zwei Punkten im Raum bei An-
wesenheit eines Graviationsfeldes verschieden von der ohne Gravitations-
feld. Das Gravitationsfeld verursacht so eine Art "Zeitdehnung", die
auch mittels Radarwellen beobachtet worden ist!®. Zusdtzlich dndert sich
die Ausbreitungsrichtung des Lichtes, d.h. man erhdlt die bekannte Ein-
steinsche Lichtablenkung. Beide Effekte, die bisher mittels der Geo-
datengleichung diskutiert wurden, folgen somit bei vorgegebener Metrik
auch aus dieser Wellengleichung. Dariiber hinaus enthdlt diese wie die
Geoddtengleichung auch den EinfluB der "magnetischen Gravitation" auf
die Lichtausbreitung. Danach kann das Licht noch eine zusdtzliche Ab-
lenkung erfahren, wenn es sich in der Umgebung von rotierenden, schweren
Massen ausbreitet. Oft ist damit auch eine Drehung seiner Polarisations-
ebene verbunden. Da das Licht durch die Rotation der Masse abgelenkt,
also sozusagen "mitgerissen" oder "mitgefiihrt" wird, spricht man bei

diesen Effekten von Mitnahme-Effekten. Diese, zum erstenmal von Skrotskiil®

und Balazs?® diskutierten und von Plebanskil? korrigierten Effekte folgen
bei Vorgabe der Metrik sofort aus der angesprochenen Wellengleichung. Im
Jahre 1913 untersuchte Sagnac®! ein rotierendes Ring-Interferometer. Ein
von einer Lichtquelle ausgesandter Strahl wird dabei iiber einen Strahl-
teiler in einen Ring-Resonator eingekoppelt. Dadurch erhidlt man zwei
gegenlaufige Wellen, die nach einem Umlauf wieder vereint werden. Bei
Rotation des Interferometers um eine Achse senkrecht zu seiner Ebene

wird wegen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit die Laufzeit in Dreh-

richtung etwas langer als in entgegengesetzter Richtung. Hieraus ergibt
sich eine Phasenverschiebung, die proportional zur Rotationsrate ist.
Dieser sogenannte Sagnac-Effekt, der kein relativistischer Effekt ist,
wurde von Scully?2? auf eine beliebige Metrik verallgemeinert und ist

ebenfalls in der oben angesprochenen Wellengleichung enthalten.

Der Formalismus der Wellengleichung enthdalt zwar keine neuen Effekte, leitet
jedoch die bekannten Gravitations-Lichteffekte in einer kompakten Form
aus nur einer einzigen Gleichung ab. In Fig. 1 fassen wir diese mit den

zugehorigen Treibtermen zusammen.

In Ref. 22 und 23 benutzten Scully et al. diesen verallgemeinerten Sagnac-
Effekt, um eine allgemein relativistische Diskussion eines Ring-lLaser-Gyros-
kop2? Experiments auf der Erde durchzufiihren. Dabei fanden sie zusatzliche
Phasen- bzw. Frequenzverschiebungen, die von der "magnetischen Gravitation"
und der Existenz etwaiger bevorzugter Bezugssysteme herriihren. Durch Messung
dieser Korrekturterme kdnnten somit im Labor verschiedene Gravitationstheorien

gegeneinander getestet werden.

Daher ist es interessant, das Verhalten dieser Ring-Laser-Gyroskope nadher
zu untersuchen. Die Empfindlichkeit dieser optischen Kreisel ist durch
zwei, auch prinzipiell wichtige Effekte ,namlich den Einrasteffekt und das
Quantenrauschen begrenzt. Der Einrasteffekt hat seine Ursache in der inko-
herenten Streuung durch Imperfektionen der Spiegel, wodurch Strahlung von
einer Ausbreitungsrichtung auf die andere iibertragen werden kann. Dies fiihrt
zu einer (nichtlinearen) Kopplung der beiden gegenldufigen Wellen, mit der
Folge, daB deren Frequenzen fiir kleine, jedoch von Null verschiedene Rota-
tionsraten gleich werden und somit die Schwebungsfrequenz verschwindet?5.
Man spricht von einem eingerasteten Gyroskop ("locking"), d.h. es ist fiir
Rotationsraten, die in einem Bereich um die Rate Null liegen, dem soge-

nannten toten Band, unempfindlich.

Das Ziel der Ring-Laser-Gyroskop Technologie ist es daher, dieses tote
Band zu verkleinern oder noch besser, es ganz zum Verschwinden zu bringen.
Eine Mdglichkeit bietet dazu die sogenannte Zittermethode?®. Dabei wird
der zu messenden Rotationsrate eine zusdtzliche, zeitlich periodische Rate
so lberlagert, daB das Gyroskop die meiste Zeit auBerhalb des toten Bandes
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