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gebracht werden, wobei wir die bkUrzUflg

eingeführt haben. Gem GL (F.12) finden wir hieraus durch Differefl

tiatiOfl nach (ic) die FunktiOflen2 und 23
2. 2 2.

{ e? -Lv' (F.14)

z 2

(1
(F.15)

Im a1gemeinen ist die asymptotische wickung der beitung einer

Funktion f = f(x) nicht gleich der beitung der asymptoti5ch Ent -

ickuflg der Funktion f, wie man an dem Beispi& f(x) x + sin x

sofort erkennt. In unserem Fall dagegen treten zwei Variable auf,

nämlich und ‚ wobei die asymptoti5che twicklUng in geschieht

während die Differentiation nach dem Parameter vorgenommen wird.

Man kann leicht zeigen, da in diesem Fall die beiden Methoden

identische Ergebnisse liefern. Somit sind die Funktionefl2 und3

im Grenzfall starker Doppler_Verbiter tatsch1iCh durch die Gl.

(F.14) und (F.15) gegeben.

Dazu entwi ckeln wir die Funktion V =cF(,i) gemä

(1,) =

„VP'

und finden im Grenzfall - 0
n

-'o) n

woraus durch Differentiation nach sofort

r(Lç,o) 2'1O1

folgt. Andererseits liefern die usführung der Differentiation nach

c-7 'r
m

ri J „„

der anschlieeflde GrenzproZe o dasselbe Resultat.

- 166 -

Wir wollen jetzt noch den Resonanzfall t = 0 behandeln. Aus den Gln.
(F.10), (F.13), (F.14) und (F.15) erkennen wir, da3 dann der Para-
meter s/k u auftritt. Daher ist es nützlich, hierfUr eine Ab-
schätzung anzugeben. Für k0 10 1/rn, = 10 rn/sec und c = 10 Hz
finden wir

sQ -6

‚øu 'JO

Eine Entwicklung der Funktionen.(s..) (j = 1,2,3) nach Potenzen von
sc/k0u ist daher gUnstig und nach etwas Rechnung erhalten wir als
Resul tat

‚l,

fqj) r(ii+ %szk)( ) e
"UI

-'C k -s.Q)1: +3-A], .. .
.+(:ck,0g)I;

___

5=14 &0(A(
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Anhang G

Ordnung

In diesem Anhang wollen wir die Gröl3e

(Oo (3)(3)
‚V b

für die schon wiederholt benutzten Beispiele von n und W berechnen.

Ausgehend von Gl. (5.60) haben wir somit das Integral
II H(

(.3)
00

- +:-t1 tt(+LC2)r_r
II, H

b 1I
"

-oc'
0

Ill =11) * ' If

b (-t ; a b (-_z t I

* c.c.

auszuwerten, wobei wir die integrations riablen

1,

z- 4:

‚1 _. •&'

'1; 4:lt

(8.1)

eingeführt haben und die Gröen '
und durch die folgenden

leichUngefl definiert sind

I v(*1r+rhl) +

+ 2f .Q. - cos(Qi --Q1'-"))

+ V (V' V "+ 'a ) 4 n -

/'-I!, ))
(G.2a)

- II
‚' III)

‚p „
•-v(VtV

+
- s-Q

+ v(t " 14) ( + sLn( -Qi:

(G . 2b)l

=

-

-as:-Qz")) - + vr"(sxsl1:
(G.2c)

Die Ausdrücke für
''

und sind wie in Anhang F. Wir betrachten zunächstAtome, die keinerlei thermische Geschwindigkeit besitzen, d.h.

k/(v,) = S(v)
Die räumliche Verteilungsfuflj0 n werden wir später festlegenund für die Beispiele (5.4) und (5.5) diskutieren Wie im Abschnitt5.6.1 gezeigt worden ist, läßt sich in diesen beiden Fällen die Gröe', 4,n(z) W(v) durch

()W() = 4(L,) (v+) (G.3)
darstellen, wobei die (effektive) Teilchendichtedurch 81. (5.54)bzw. (5.55) gegeben ist. Unter Benutzung der Deltafunktion in Gl. (8.3)können wir die Integration über die Geschwindigkeit ausführen, wodurchsich die Gin. (G.2a), (G.2b) und (G.2c) zu

'

+ kf sn
(G.4a)

(G.4b)

l

~ k{ - -t"9 .

(G.4c)

vereinfachen Dabei haben wir Beiträge der Ordnung h2 vernachlässigtUnd die Tatsache
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(+
benutzt. Die polarisation dritter Ordnung lautet somit

(3,
I,

(tcO) v
‚

.:
I.',

()
e

110 o
- ))j

tU

If

n vi

Wicklung des echse1W1rkgs0perat0r5ab nach Potenzen von h lie -

C iit Ii
fert nach kurzer Rechnung

L(+oo)
tV'1'

'I,

t v'
b 0

(A) v' (_L)V' -x -(

( e
) e +

.- #14 k L 2
Ill II

•E 1:-r
ii, if ('1

se.
c!t cit ot

Sr*4
0

II
0 0 )

"p

_(y+)V' _()r _v _4)" - (#L(&+S t)
t( e (e -e

(+LA) ()V 4+")e 1

( _E1 _ELCA_)t) _(g)t
-e

e e

wobei wir die frequeflZ des pumpfeldes = und die

'rstimmung LA)O
eingeführt haben.

Für ß0achtung5 iten t » i/ und t » l/a können wir die oberen

1gatiOnSgr zen durch unendlich ersetzen, und finden so

(3)

'L k+L. +1z

...i / 4 4
- _____

+i+s)J
1 4 :L 4 4 '1 4

+Ls #UMs) +j -

f-- - _____
________

Im Resonanzfall, d.h. t = 0, vereinfacht sich dieses Ergebnis zu

(4; - - 2t 4q){ e g/4, -g; +
-L(v0+0_,t0)

A 4
(i)

5?

3 A

S4 ( +)J
+(%kz) Se __

Wir wollen jetzt die räumliche Verteilung der Atome festlegen und be-ginnen mit dem Fall von N Atomen, d.h. mit Gl. (5.54). Damit geht dieobige Gleichung in

(3)

fab = -L N (-L(4- k) e
-«L+4-j)

1
+kL)Z (-4)

S±4

über, wobei wir - wie in Anhang F - den Sättigungsparameer
z 2

I

eingeführt haben.

ie entsprechende Gleichung für den Resonatorfall Gl. (5.56)lautet sodann
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(+A L.-+
0

= -i(A(3)

)ab 1 L_YT.
44k) se

(-
s= t

r woflen jetzt die BrownSche Bewe9Ufl9 d6r Atome m Resonator berüCk

sichtigen und nehmen desha1b für die GeSChWj9kt5rte1Y der

Ptome eine Boltzmann_Verte19 an
I-1y--

I
'

tu_
C.

y7rL&.

In diesem Problem müssen wir ale Terme in GL (G.2) mitnehmefl,u

de ewegUn9 reduziert sich somit nicht auf eine so einfache Form wie

GL (6.4). Die echnuflg wird daher sehr mfaflgrei ist aber ganz

anaOg zum 5prechenden Fall im Anhang F.

ie im obigen Beispiel entwickeln wir zunächst die

energie in Potenzen von h. Dasselbe führen wir auch für die in

.

. .

Gl . (G.1) erscheinende Grobe W(v) durch, d.h.

w( w( v) - k -

cV

Durch partielle Integration über v können wir den letzten beitrag in

einen verwandeln der proportional zu W ist. Dieser Trick wurde auch

schon im /\nhang F benutzt.

Noch etwas echnung finden wir sodann

)
(+L)

_+)v' _V('+t) _-)' v(t'€3)

L()0t4-&-») o Oo

ye e e
+

b
(+ -CQ 0 0

‚ft

('t11')
+U[_e a

‚'r )
-( ' ~ L)v'..JV(V1ft

(.c)
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wobei wir die Zeitintegration ins Unendliche ausgedehnt und die fol-
gendermaßen definierten Gröl3enq eingeführt haben.

r - -" (sa -z"-se' + 4j-c

4 V E:; ( - -s( -t

+ r'('ç2. -r"9 ‚. -

I, . ‚I „F .
I II Ut4 z_ ( -_t -sit ) £L1@k - iz -9V -22:))

- •z: (9.L - -QI "1j7

:_-_ +V,ij_

( G . 6a)

_'+ r - S i-fl ( su1-at ") + sLn (sz -.tsiv") - s (si-4

I IfV [ :: (c,sQi: - cos ( -SLr")#cos(2L -2t -SzT -fl:

I,+t ( sLn ( - ") - ( -"-r")+ ( -e'-r r
‚I,

I It itt)')/f ii1I I,

I - ( sn ( - -v ) - s L ( - -v r

4 r '
( - t' -t" -")]

i;!+ 4- VZ.

(.c6)
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'V

Für die weitere gechnung ist es von Nutzen, die Gröefl~ gem

G . (G.6) in s und c. zu er1egefl.

2. Z
Mit Hilfe der jehUflgefl

00 ()Z 1vv
----cdv e e.

LLoc

-

und _:)Z j,r

_:!__ c V V e. e 4 u_2• ‚LT e00

die sofort durch quadratische Erg'nZUflg des Exponenten bewiesen werden

können, führen wir jetzt die Integration über die Geschwindigkeit aus.

Dadurch vereinfacht sich Gi . (G.5) zu

3
p ',,( gil

o)o
()

jJt k
(3)

L(+4') 00

2. ‚

a {(e
U, at" ('+it)r' 4(0&)(t4-z:

2,'

-(L)V' 4,ç0tA) Z -z: ) (A 1.

2. ‚

"9 )
(V -t)

+t

„ ) 24 (tt -
e e

‚ ‚I,

_('+i)& _4,,)'(r'.ft .

_c
- &',Ur+t )+) e

(G.7)

ir wo1en jetzt die lntegrationen über i', T" und T1 im Grenzfall

starker Doppler_Verbreiterun9 d.h. für k0u » und k0U » sc

ausführen. Dabei haben wir zu beachten, da in Gi. (G.7) zwei Arten vOfl

tegralefl auftreten.

So enthalten z.B. die Integrale herrührend von die tegrati0fl5

variablen T1 T't und Ti" linear und quadratisch,wrend z.B. die

tegrale auf Grund von s die integrationsvariablen
'
' T" und T't'

nur als Argumente von Expflent1ti0nen haben. Letztere lassen sich

mittels einer Methode behandeln, die auf Lamb38 zurückgeht. Diese
wollen wir hier kurz erläutern, da es wichtig ist zu bemerken, daß
sie nicht auf die zuerst besprochene Art der Integrale angewendet wer-
den kann. Dazu betrachten wir das folgendermaßen definierte Integral

00 -(1+L1)r d4(0tt)z4Sdve e S
0

Die Figur 19a zeigt das Verhalten des Integranten im Grenzfall starker
Doppler -Verbreiterung, d.h. k0u » y und ku » . Wir bemerken, daß
in diesem Fall die Gauß-Kurve eh140' wie eine Deltafunktion
wirkt. Somit gilt in diesem Fall die Beziehung

ft) =
44oLttDz

wobei der konstante Vorfaktor aus der Normierung

-

ct) =

folgt.

4/es(T)
b.

1ik0ut

k0u

Figur 19: Darstellung der Integranten vom Integral J1 (Fall a)
und von W) (Fall b)
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Damit finden wir für eine FuntiOfl G = G(T',T" ) von der wir annehmen

woflen, da sie sich in der Zeiteinheit 1/k0U langsam verändert

2.. lIZ

00 1p0 ‚II'
(G.8)

SclV' dv" 6 (vi, V ) e ‚o Lt

und

oo( I, (

00 O

1 t' jt' G ) € Sa'J" (t',V' 'Y O( G .9)

0 0

0 0

Mit Hilfe dieser ziehungen können wir jetzt einen Teil der integrale

ausführen und erhalten als Ergebnis
_;.(v0.14& -A:) ' A

(3)
abt)=

-F s2dF12i:
t5 •4 '4 It

4 ‚ ki ) ; 14

-
-

_L___) -- ( -

-

£yc1

(G . 10)

_(-LA)r' )Z( j
wobei wir die bkürZuflg'

2, ‚'

I

+&)r Yt" _('+LA)r

II

-

iç°t",(r' -z ) C eI,,

(t,+ ?t' ot"o(V"iC+ v +t j e e00 O

‚Ii

eingeführt haben.

Die integra1e+ können nicht mit der oben erläuterten Methode, d.h.

mit den Gln. (G8) und (G.9) berechnet werden, da sie von der Form

(n
0° (l.L1)v

A

-(y+iyr
sind und die Funktion (k0u)T e nicht mehr langsam veränderlich
ist. Dies ist aus Fig. 19b klar ersichtlich. Wir werden abschließend
eine Methode zur Berechnung der Integrale angeben.

Dazu gehen wir von dem folgendermaßen definierten Integral aus

00 00 -('+L14)c "-(-L )r '-.:i: (1; 1) Sdt'jdr (t -t e e e
‚ p

C .

(G.11)

Durch die Variablentransformation
p I//

.2y

finden wir
o

S -r2xL(14-)]
I.. 5dy ot**e

C
_

e

wobei die Änderung der Integrationsgrenzen aus Fig. 20 ersichtlich ist.
Sodann vertauschen wir die Reihenfolge der Integrationen

00

sodaß wir die Integration über y ausfUhren können. Hieraus ergibt sich
jetzt das Integral I_ zu

A Co --L)) -21:14))(e -e

Partielle Integration und anschließende quadratische Ergänzung liefert
Schi ießl ich

.1: ( 14 ‚ 1J ) c' (j4 Z

g ' =-

I
u)' 4L(14-1) u

U (A -t)
I

_

1 (eu (

I
I
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Neben diesem Integral treten in auch noch Integrale von der Form
00 (474)r" -(4'-&7)r' •5/(,)Z(iII)LI I/,( I ia)I_ (?4,•2j = [ov"i1czr r - e e e

I,,

und

z., ‚

I '(?) 500 ;o/1/ ( I
-

. = dz: otT: 7;-" ' " t4)T"(17'_(oq) (t -Z )
0

(z; -z; -)e e e

auf. Diese können wir durch Differentiation von Gi. (G.11) gemf3

I ( 74 ; 7z)
- 4) I v

1(1i;cL)‚If

1 I_(14,.) I
I C ?4 ; P) = I .. lv

‚ ill

Fiour 20: Transformation der Variab'en T' una T •

aus Gi. (G.12) bzw. (G.13) berechnen.

Dazu analog gehen alle in auftretenden Integrale aus der Grundform105

pwobei wir die Fehlerfuflkti0n
-('+Cf4)v' -{1+L)z- -%((4fr+t I

I,,
fl( III)- E .1 (f

‚ 12J) = \cir'Sar r +-r
() ;' £cli: hervor.

0 o

eingeführt haben.

Im Grenzfall starker oopper_Verbreiten9 0u)« 1 vereinfacht sich

2.

dieses Ergebnis zu -(i;)

z 3
-() ¶

IF 4

I_ (14; ) ZU) L(i4-1)=

(i_)(A+:_.5b.(A0e ) k e o

(G.13)
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