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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen Atomoptik und Mef-
prozef. Der erste Teil der Arbeit untersucht am Beispiel der Fluoreszenz eines sich
bewegenden Atoms die Riickwirkungen eines realistischen Mefprozesses auf den im
Orts— und/oder Impulsraum delokalisierten atomaren Zustand. Da die Fluoreszenz
des Atoms sowohl hinsichtlich ihres rdumlichen Ursprungs als auch beziiglich der
Dopplerverschichung des Spektrums untersucht werden kann, ist hier eine gleichzei-
tige Messung von Ort und Impuls des Atoms verwirklicht. Wihrend die Detektion
des Herkunftsorts der emittierten Strahlung in einem Heisenberg—Mikroskop zur Re-
duktion der atomaren Ortswellenfunktion auf einen Bereich mit einem Durchmesser
von etwa einer Lichtwellenlinge fiihrt, erzeugt die raumwinkel- und frequenzsen-
sitive Detektion der Fluoreszenz in einem Doppler—Speedmeter eine Lokalisierung
der Impulswellenfunktion des Atoms. Es wird gezeigt, dafl die Betrachtung dieser,
mit einzelnen Felddetektionen verbundenen, selektiven Zustandsreduktionen sowohl
fiir die Ortsmessung als auch fiir die Impulsmessung im Ensemble aller moglichen
Riickwirkungen der Messung einer stérungstheoretisch abgeleiteten Mastergleichung
fiir die Dynamik des Atoms im Reservoir der elektromagnetischen Feldmoden dqui-
valent ist. Im Ensemble entspricht die fluoreszenzinduzierte Orts—Lokalisierung des
Atoms stochastischen, durch den Photonenriickstoff ausgelosten Fluktuationen des
atomaren Impulses. Umgekehrt ist die durch die Frequenzmessung ausgeldste Loka-
lisierung des atomaren Impulses einem Ortsrauschen dquivalent. Die Rauschprozesse
in der zur Observablen konjugierten Variablen fiihren zur Dekohérenz in der Basis
der Mefgrofien.

Aus dem Antagonismus zwischen meRinduzierter Dekohirenz und kohérentem Auf-
bau von Kohiirenz durch eine unitire Dynamik entspringt die Moglichkeit der Be-
hinderung einer Bewegung durch deren bloffe Beobachtung: Mit diesem sogenannten
Quanten—Zeno-Effekt beschiiftigt sich der zweite Teil der Arbeit. Am Beispiel der
Impulsmessung des Atoms durch die Fluoreszens wird gezeigt, wie die mefinduzierte
Zerstorung der Kohiirenzen im Impulsraum von einer leichten Behinderung bis hin
zur vélligen Unterbindung der unitiren Rotation eines cinlaufenden Impulses an ei-
ner einzelnen oder an einem Gitter von Potentialbarrieren fithren kann. Insbesondere
wird gezeigt, wie mit Hilfe einer strahlungslosen Messung des atomaren Impulses die
Impulskohirenzen so weit unterdriickt werden kénnen, dak eine ,Quanten-Maus*®
fiir immer in ihrem anfinglichen dunklen (strahlungslosen) Impulszustand verblei-
ben mubk.

Der dritte Teil dieser Arbeit untersucht, wie aus der dem Atom durch ein umgebendes
Medium aufgeprigten Dekohirenz Riickschliisse auf dieses Medium gezogen werden
konnen. Dazu werden Mastergleichungen fiir die Wechselwirkung eines Atomstrahls
mit einem thermischen Strahlungsfeld, einem Boltzmann-Gas oder einem Bose-Gas
abgeleitet, um so die Relaxation und Dekohérenz des Atomstrahls zu beschreiben.
Mit Hilfe der so bestimmten Dekohirenzraten kann das Verhalten des Kontrasts des
Interferenzmusters in einem atominterferometrischen Experiment bestimmt werden.
Besonderes Interesse gilt dabei dem Kontrast und der Dekohiirenz in der Nihe des
kritischen Punkts eines Bose-Gases: Es stellt sich heraus, da® durch die bosonische
Verstirkung der Streuung des Strahls am Gas die Dekohirenz weiter Strahlkohdren-
zen in der Niihe des kritischen Punkts stark ansteigt. Der korrespondierende Einbruch
des Kontrasts zeigt also unmittelbar das Auftreten der starken quantenmechanischen
Korrelationen im Gas bei Einsetzten der Bose-Einstein-IKondensation an.
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Einleitung

Die Entdeckung des Wellencharakters der Materie fiilirte zu einem neuen Konzept
der Beschreibung der Materie: Dem bereits aus der Optik bekannten Konzept der
Kohirenz zwischen verschiedenen Komponenten eines Zustands. Die Existenz einer
definierten Phasenbezichung ld8t damit neben die klassisch bekannten Eigenschaften
der Materie, wie Ort und Impuls eines Teilchens, eine neue Qualitit treten: Die Fé-
higkeit von Materiewellen zur Interferenz. Wihrend etwa fiir Elektronenwellen oder
Neutronenstrahlen optische Experimente schon linger durchfiihrbar sind, ist es auf-
grund der sehr viel groferen atomaren Masse erst in den letzten Jahren gelungen,
ausreichend langwellige und monochromatische Atomstrahlen herzustellen, entspre-
chend mikroskopische Beugungsgitter oder Spiegel zu fertigen und so Atomstrahlen
kohirent zu tiberlagern.

Die Moglichkeit der kohirenten Superposition verschiedener Orte, Impulse oder an-
derer atomarer Grofen 6ffnet damit das Tor zum Feld der Atomoptik. Villig analog
zur Lichtoptik liefern die im Rahmen atominterferometrischer Experimente entste-
henden Beugungs— und Interferenzmuster nicht nur Aufschluf iiber etwaige sich im
Strahlengang befindliche Objekte und deren Wechselwirkung mit dem Atomstrahl,
sondern auch iiber die Eigenschaften des Atomstrahls selbst. Derartige in einem
Wellenexperiment gewonnene Erkenntnisse beleuchten jedoch nur die eine Seite des
atomaren Charakters: Das Atom als Welle. Die komplementéren, klassisch fafba-
ren Teilchen-Eigenschaften treten hier zuriick. Erst durch Hinzutreten eines auf die
Teilchen—Eigenschaften sensitiven Mefprozesses zur kohirenten Wellenmechanik des
Atoms werden die in der kohiirenten Superposition enthaltenen klassischen Moglich-
keiten real und positiv existent. Doch diese Reduktion des Systems auf das klassisch
Denkbare erfolgt nicht spurlos: Die Kohiirenz des Zustands geht unwiederbringlich

verloren.

Es ist das Thema dieser Arbeit, den Zusammenhang zwischen Atomoptik und Mef-
prozefi zu beleuchten. Welche Kohérenz des Zustands geht verloren? Wie und in
welchem MaRe? Mit welchen Folgen? Was fiir Information iiber das System erhalten
wir daraus? Dies sind einige der Fragen, die wir untersuchen werden. Zu allererst
aber: Was ist die Messung?



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Das Mysterium des quantenmechanischen Mefipro-
zesses

Whoever endows 1 with more meaning than is needed
for computing observable phenomena is responsible for
the consequences.

N. G. van Kampen [55]

Die Dynamik von Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Phasenraum laft sich im Rah-
men der klassischen Physik beschreiben. Im Prinzip kann man sich zu jedem Zeit-
punkt der Entwicklung eine ideale Messung einer Groffe des Systems vorstellen, die
beliebig wenig in das System selbst eingreift. Ein spezielles Ergebnis der idealen Mes-
sung schriankt jedoch die Beschreibung des Systems auf den mit dem MeRergebnis
vertriglichen Anteil des Phasenraums ein: Die klassische Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung kollabiert als Folge der Messung in eine beziiglich der gemessenen Grofie stir-
ker lokalisierte Verteilung. Summiert man iiber die zu jeden méoglichen MeRergebnis
gehorenden kollabierten Verteilungen, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens des korrespondierenden Mefergebnis, so stellt sich wieder die unmittelbar
vor der idealen Messung vorhandene Verteilung ein. Das Ganze ist die Summe seiner
Teile.

Die unitidre Quantenmechanik hingegen beschreibt die Dynamik einer kohérenten
Superposition von Zustinden im Zustandsraum. Genau wie in der klassischen Phy-
sik kollabiert auch hier die ideale Messung den Anfangszustand in einen beziiglich
der MeRgrofe (Observablen) stérker lokalisierten Zustand: Der das System vor der
Messung beschreibende Zustandsvektor wird auf einen zum Mefergebnis gehorenden
MeRzustand projiziert. Fiir eine scharfe Messung handelt es sich beim MefRergebnis
um einen Eigenwert der vermessenen Observablen, beim Mefizustand um einen Ei-
genzustand dieser Observablen. Dies ist das von Neumann’sche Projektionspostulat
der Quantenmechanik. Summieren wir auch hier iiber die zn den méglichen Mefer-
gebnissen gehorenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen (die Amplitudenbetragsqua-
drate der Meflzustinde) und gewichten mit der Wahrscheinlichkeit des Auftretens
der Mefsergebnisse, so stellen wir fest, daff das Resultat zwar in der Basis der gemes-
senen Observablen der Wahrscheinlichkeitsverteilung unmittelbar vor der Messung
(Amplitudenbetragsquadrat des Anfangszustandsvektors) entspricht, daff aber bei
Transformation des Zustands nach der Messung in ein anderes Basissystem sich ein
anderes Resultat einstellt, als bei Transformation des Zustands vor der Messung in
dasselbe Basissystem: Die im Anfangszustand enthaltenen ¢uantenmechanischen In-
terferenzterme zwischen den verschiedenen Mefzustinden sind im Laufe der Messung
verloren gegangen, das System hat durch die Messung seine Kohdrenz eingebiifit. Das
Ganze ist hier mehr als die Summe seiner Teile.

Wie wir sehen liegt das eigentlich quantenmechanische im Charakter des Mefprozes-
ses nicht im Springen des Zustands vor der Messung in einen mit dem MeRergebnis
verkniipften Mefizustand. Eine solches ,Update“ der Systembeschreibung durch Be-
riicksichtignng der neusten vorliegenden Information findet sich auch in der klassi-
schen Physik statistischer Verteilungen: So weicht die unsichere Wetterprognose des
Vortags am nichsten Tag der Gewiflheit iiber die Wetterlage. Vielmehr besteht der
quantenmechanische Charakter des Mefprozesses im Kohirenzverlust des Zustands
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withrend der Messung. Zur Darstellung dieses Dekohirenzprozesses eignet sich die
Beschreibung mit Hilfe der Wellenfunktion 4 und ihrer Bewegungsgleichung, der
Schrodingergleichung, wenig, vermischt sich hier doch klassisch Selbstverstindliches
mit quantenmechanisch Bemerkenswertem. Eine geeignetere Beschreibung bietet der
Dichteoperator p, dessen kohérente Dynamik durch die, der Schrodinger—Gleichung
entsprechende, von Neumann—-Gleichung regiert wird. Wiihrend sich in der Diagonale
der Dichtematrix die klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung der Darstellung findet,
geben die Nicht-Diagonalelemente die quantenmechanischen Kohdrenzterme wieder.

Die eigentliche Essenz des quantenmechanischen Mefprozesses liegt im Zerfall die-
ser Kohirenzterme und iRt sich ohne Riickgriff auf das von Neumann’sche Projek-
tionspostulat durch die physikalische Wechselwirkung zwischen dem untersuchten
Mefobjekt und einem externen System geméaf den Gesetzen der Quantenmechanik
erkliiren. Die Kopplung des Mefobjekts an das externe System fithrt zur quantenme-
chanischen Verschrinkung (,Entanglement ) der Freiheitsgrade des Objekts und des
externen Systems. Ist das externe System sehr grofs, besitzt sehr viele Eigenzustan-
de und eine sehr kurze Korrelationszeit, ist es also in seiner quantenmechanischen
Detailfiille als ganzes nicht mehr wahrnehmbar, kurz: makroskopisch, dann bleibt
nur noch eine iiber das externe System mittelnde und auf das Objekt fokussieren-
de Betrachtung: Die Reduktion des Gesamtdichteoperators durch Mittelung iiber
die Freiheitsgrade des externen Systems. Dies ist nicht nur eine praktische Notwen-
digkeit, sondern entspricht auch der eingeschrinkten, nur auf das Objekt gerichteten
Wahrnehmung anderer MeRgeriite oder Sinnesorgane. Das gesamte beobachtbare Ver-
halten jeder Observablen des Objekts— und damit die Physik des Objekts— wird
durch den reduzierten Dichteoperator beschrieben. Die Folge dieser Mittelung iiber
die Freiheitsgrade der AuRenwelt und ihre Verschrinkung mit dem Objektkoordi-
naten ist der Zerfall der quantenmechanischen Korrelationen und Kohirenzen der
Objektzustinde.

In einer auf die Beschreibung beobachtbarer Phiinomene beschriankten Physik ent-
behrt der MefiprozeR daher eines Mysteriums: Er ist nichts weiter als ein physika-
lischer WechselwirkungsprozeR, der bei Reduktion der Betrachtung auf das Mef-
objekt zur Dekohiirenz der Objektfreiheitsgrade in der Basis der MeRgroke fiihrt.
Insbesondere folgt, daR es sich beim von Neumann’schen Projektionspostulat nicht
um einen unverzichtbaren Bestandteil der Axiomatik der Quantenmechanik, sondern
um eine— oft sehr niitzliche— phidnomenologische Darstellung einer in einer ersten
Anniherung unendlich schnellen Messung eines vergleichsweise langsamen Objekts
handelt.

1.2 Fluoreszenz und Atomoptik

Unter der Unzahl physikalischer Wechselwirkungen, die zu Mekzwecken herangezo-
gen werden konnen, werden wir uns in dieser Arbeit mit der Fluoreszenz des Atoms
als Beispiel eines realistischen Mefiprozesses beschiiftigen. Da das von einem Atom
ausgesandte Fluorezenzlicht durch eine Untersuchung des riumlichen Ursprungs der
Strahlung sowohl als Ortsmefgerit als auch durch eine Analyse etwaiger Dopplerver-
schiebungen im Spektrum als ImpulsmeRverfahren eingesetzt werden kann, realisiert
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die Fluoreszenz den hochinteressanten Fall der gleichzeitigen Messung zweier komple-
mentirer Variablen mit kontinuierlichen Spektrum. Was sind die Riickwirkungen des
Fluoreszenzprozesses auf die Schwerpunktsfreiheitsgrade des emittierenden Atoms?
In welcher Weise zerfallen die Kohérenzen zwischen verschiedenen Orten bei einer
Ortsmessung mit Hilfe der Fluoreszenz? Wie geschieht die Dekohiirenz zwischen den
Impulsen aufgrund der Impulsmessung durch die Fluoreszenz? Inwieweit lassen sich
diese beiden Messungen miteinander vereinbaren? Diesen Fragestellungen werden wir
uns im Kapitel 2 widmen.

Neben der Untersuchung der Dekohirenz des Ensembles werden wir auch der Frage
nach der mit einem bestimmten Mefergebnis korrelierten Riickwirkung der Messung
auf den atomaren Zustand in einem der beiden oben angefiihrten Mefiszenarios nach-
gehen. So werden wir uns mit dem Heisenberg-Mikroskop beschiiftigen: Wie wirkt
die Lokalisierung eines bestimmten rdumlichen Ursprungs des Fluoreszenzlichts, bei-
spielweise in einem Teleskop, zuriick auf eine anfingliche Ortswellenfunktion? Wie
hoch ist die Ortsauflésung des Heisenberg—Mikroskops? Aber auch das komplemen-
tire Gedankenexperiment, das von Neuwmann’'sche Doppler- Speedmeter, wird uns be-
schiiftigen: Was bedeutet die Detektion eines Fluoreszenzquants bestimmter Energie
und Richtung fiir die Impulswellenfunktion des Atoms? Wie gut ist die Impulsauflo-
sung der Messung?

All dies kann dazu dienen, nochmals die Januskopfigkeit der Quantenmechanik zu
unterstreichen, die die Auswirkungen ein und desselben physikalischen Prozesses ein-
mal alternativ als Rauschen im Impulsraum oder Lokalisierung im Ortsraum und ein
andermal als Lokalisierung im Impulsraum oder Rauschen im Ortsraum beschreibt.
Fiir sich genommen besitzt keine dieser Betrachtungen Wirklichkeit: Das mit der
makroskopischen Welt unkorrelierte System scheut jegliche Realitiit.

1.3 Dekoharenz und Zeno—Effekt

Jede unitire Dynamik wird durch den Aufbau von Kohérenzen zwischen Anfangs—
und Zielzustinden der Bewegung angetrieben. Die kohirenzzerstorende Wirkung der
Messung bleibt unter Umstinden nicht ohne Einfluff auf den unitiren Aufbau der
Kohiirenzen. Ist die Kopplung des Objekts ans Mefigerdt eng genug, kommt es zu
einer Behinderung der Dynamik des Objekts bis hin zum volligen Stillstand. Dieses
Einfrieren der Bewegung durch blofie Beobachtung, paradox vom Standpunkt der
klassischen Physik aus, wird als Quanten-Zeno—Effekt bezeichnet. Der Zeno-Effekt
bringt auf eklatante Art und Weise die Folgen der meffinduzierten Dekohiirenz in der
Dynamik des Objekts zum Vorschein und kann daher als Paradigma des quanten-
mechanischen MeRprozesses dienen.

Da allerdings das Auftreten des Zeno-Effekts vom Antagonismus zwischen unitirem
Aufbau und mefinduzierten Abbau der Kohiirenzen abhingt, spielen auch die Eigen-
heiten der beobachteten unitidren Dynamik eine wichtige Rolle: Beruht die Dynamik
auf weitgespannten, leicht zerfallenden Kohdrenzen und ist damit quantenmecha-
nisch fragil oder liegen der Bewegung des Objekts engliegende, kaum dekohirierende
Kohiirenzen zu Grunde und ist sie somit klassisch stabil? Das Auftreten des Ze-
no—Effekts wird uns also anch Auskunft iber die Klassizitit der unitiren Dynamik
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geben.

Im Kapitel 3 untersuchen wir den Zeno-Effekt fiir die Impulsmessung durch die Fluo-
reszenz eines Atoms. Reflektion und Transmission an einer einzelnen Potentialbarrie-
re oder an periodischen Potentialgittern erzeugen dabei eine ginzlich vom unitiren
Auf- und Abbau der Impulskohiirenzen gesteuerte Impulsdynamik. Inwieweit fiihrt
die fluoreszenzinduzierte Dekohiirenz im Impulsraum zur Abbremsung der Dynamik,
wie verindern sich Reflektion und Transmission? Wie stark hiingt die Behinderung
von der Impulsauflésung des Mefgeriits Fluoreszenz ab, wie sehr vom quantenmecha-
nischen Charakter der unbeobachteten, kohirenten Dynamik? Diese Fragen werden
unsere Untersuchungen zum Zeno-Effekt in dieser Arbeit bestimmen.

1.4 Dekoharenz als Sonde

Bislang haben wir die Dekohiirenz des Atoms als Folge der Messung am Atom be-
trachtet: Im Laufe der physikalischen Wechselwirkung verschrinken sich die Frei-
heitsgrade des kleinen MeRobjekts mit denen des grofen MeBapparats, bei Reduk-
tion unserer Betrachtung auf das Objekt zerfallen die Kohdrenzen des Objekts in
Abhiingigkeit von der Stirke der Kopplung an das externe, als MeRapparat die-
nende System. Da die Form und Stirke der Kopplung auch von den Eigenschaften
des externen Systems abhiingt, kann nicht nur aus dem externen System nach der
Wechselwirkung mit dem Objekt Information iiber das Objekt, sondern auch-— in
umgekehrter Richtung— anhand der Dekohérenz des Objekts Information iber das
externe System, welches die Dekohiirenz verursacht hat, gewonnen werden.

Diese Verwendung der Dekohiirenz als Sonde ermdéglicht die atominterferometrische
Untersuchung von Systemen, die in dem sie kreuzenden Atomstrahl Dekohérenz er-
zeugen. Gegenstand einer solchen Untersuchung kdnnen beispielsweise vom Atom-
strahl durchquerte Strahlungsfelder, aber auch diinne Gase sein. Die Kohirenzeigen-
schaften des gekreuzten Mediums werden sich in der Dekohérenz des Atomstrahls und
damit im Kontrast des durch den Strahl erzeugten Interferenzmusters widerspiegeln.
Imn Kapitel 4 werden die Méglichkeiten der Atominterferometrie zur Analyse eines
Medinms ausloten. Sehr interessant ist in diesem Zusammenhang die atominterfero-
metrische Untersuchung diinner Gase, da durch die starke Vorwirtsstreuung eines
schweren Atomstrahls in einem leichten Gas sehr effizient die von den gestreuten
Strahlatomen getragene Information iiber das Gas auf den Schirm des Detektors
gebracht wird. Besondere Beachtung werden wir dabei der Untersuchung eines kon-
densierenden Bose-Gases mit Hilfe der Atominterferometrie schenken. Wie schligt
sich das Divergicren der Korrelationslinge des Bose-Einstein-Kondensats im In-
terferenzmuster des kreuzenden Atomstrahls nieder? Welche Rolle spielt die stark
quantenmechanische Korrelation des Bose-Gases bei sehr tieten Temperaturen? Die-
se Fragen werden im Kapitel 4 untersucht werden.



Atom als Mefsobjekt

Le uniche verita che servono sono strumenti da buttare.
U. Eco, Il nome della rosa

Die wohl wichtigste Quelle an Informationen iiber die Eigenschaften eines Atoms
stellt das vom Atom gestreute Licht dar. In dieser Arbeit interessieren wir uns be-
sonders fiir die atomaren Schwerpunktsireiheitsgrade. Auch sie hinterlassen ihren
Abdruck im Streufeld des Atoms. Zur Vermessung der rdaumlichen Dynamik kann
daher das vom bewegten Atom abgestrahlte Licht herangezogen werden. Aus dem
Streufeld lassen sich dann Riickschliisse auf Ort und Impuls des atomaren Schwer-
punkts ziehen. Insbesondere werden wir uns fir die Ruckwirkung der Messung auf
das Objekt selbst interessieren. Im Rahmen der dissipativen Quantenmechanik kann
die Lichtstrenung als Paradigma des Wechselspiels zwischen Dissipation und Mef-
prozefl dienen. Wihrend die Darstellung der Lichtstrenung als dissipative Wechsel-
wirkung im wesentlichen Rauschen in der zur Observablen konjugierten Variablen
ins System einkoppelt, kann die Lichtstrenung dquivalent auch als eine Lokalisierung
der Observablen verstanden werden, eine Beschreibung, die eng mit der orthodoxen
Darstellung des Mefiprozesses durch Projektionen verbunden ist.

Da sich das Streufeld sowohl hinsichtlich des Orts als auch-— mittels der spektralen
Dopplerverschiebung— des Impulses analysieren 14ft, ergeben sich vier dquivalente
Betrachtungsweisen des dissipativen Streuprozesses:

e Als Ortsmefiprozef$, der zu einer Lokalisierung des Atomortes fiihrt.
e Als Rauschen in der zum Ort konjugierten Variablen, d.h als Impulsrauschen.

e Als Impulsmefiprozefl, welcher den atomaren Impuls lokalisiert,

e Als Rauschen der zum Impuls konjugierten Variablen, also als Ortsrauschen.

In den folgenden Abschnitten sollen diese vier Ansitze untersucht werden. Zunichst
wenden wir uns der konventionellen Beschreibung der Spontanemission zu, die uns
zum oben erwihnten Impulsrauschen fiihren wird. Im zweiten Abschnitt soll dann
der Ortsmefprozels durch Spontanemission untersucht werden, gefolgt von der Dar-
stellung des Impulsmefiprozesses im dritten Abschnitt. Im letzten Abschnitt wird
dann das zur Impulsmessung komplementire Ortsrauschen nuntersucht.
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2.1 Impulsrauschen

Eine konventionelle Beschreibung der Riickwirkungen der Lichtstreuung auf die
Schwerpunktsbewegung ergibt sich in weitgehender Analogie zur Herleitung der Ma-
stergleichung fiir die Spontanemission eines Atoms (vgl. z.B. [13,29]). Der Einfachheit
halber werden wir ein Atom mit nur zwei elektronischen Niveaus und deren Wech-
selwirkung mit den quantisierten Moden des elektromagnetischen Feldes betrachten.

2.1.1 Iteration der von Neumann—-Gleichung

Fiir cin Zwei—Niveau-Atom lautet der Hamiltonian der Licht—Materie-Wechselwirk-
ung in Rotating—Wave-und Elektrischer-Dipol-Niherung:

22
P L.
Hiy = % + -Z-hwglaz -+ Z i‘iwqcaflcaqc
o - (2.1.1)
+ ﬁ’z(gwa‘g(a— e—lq-r + g;c elqlrg+aqc)

qe
Hier sind # und p der Orts—und Impulsoperator des atomaren Schwerpunktes.

Die wechselwirkungsfreien Komponenten Hy des Hamiltonians (2.1.1) kénnen durch
eine Transformation ins frei rotierende Koordinatensystem beseitigt werden (Rota-
ting Frame Transformation). Ist O ein beliebiger Operator, so ergibt sich fiir O:
o) = en ot ¢ nllot (2.1.2a)
p
Hy = B -+ wazlaz + Z hwqfaqraqc (2.1.2b)

qe
Die von Neumann—Gleichung lautet in diesem Wechselwirkungsbild fiir Hy:
p(1) [Hr A1), (2.1.3)

wobei der Wechselwirkungshamiltonian H; gegeben ist durch:

£) = b (gaeiib (05 (1) 97O 4 gz 9O (1)iige (1) (2.1.4)

qe

Formale Integration der von Neumann-Gleichung (2.1.3) und Wiedereinsetzen der
Gleichung (2.1.3) ergibt die einmal iterierte Gleichung:

ple) = 12,500 = 75 [ A (0, [ (), 7)) (2.15)

2.1.2 Reduktion des Dichteoperators

Da wir in diesem Abschnitt in erster Linie an der Riickwirkung der Lichtstreuung
auf das Atom interessiert sind und weniger am Verhalten des elektromagnetischen
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Feldes, betrachten wir hier die Moden des Feldes als Reservoirs. Zur Elimination
des Reservoirs spuren wir Gl. (2.1.5) iiber die Moden des elektromagnetischen Fel-
des. Wir nehmen an, daff der Dichteoperator des Gesamtsystems sowohl anfinglich
(t = 0) als auch nur in ausreichendem Abstand von der Gegenwart ¢ faktorisiert.
Weiterhin soll der so abfaktorisierte Dichteoperator des Reservoirs in seinem statio-
nirem Gleichgewichtszustand sein, so dafy die Kenntnis des Reservoirdichteoperators
zur Zeit £ = 0 ausreicht:

p(0) = pa(0) ® pr(0) (2.1.6a)
p(t —7) = palt — 7) ® pr(0) (2.1.6b)

Physikalisch impliziert dies die Annahme, daf jegliche Stérung des stationdren Bad-
zustandes nach kurzer Zeit abgeklungen sein wird.

Fine sinnvolle Wahl fiir den Gleichgewichtszustands des Reservoirs ist ein ther-
mischer Zustand. Da die thermische Energie bei Raumtemperatur um Gréfen-
ordnung kleiner ist als die Energien optischer Photonen, wihlen wir den thermi-
schen Zustand zur Temperatur T = 0, d.h. das Vakuum, als Dichteoperator des
Reservoirs. Da H; jedoch nur Terme linear in agz bzw. (JH- enthalt, fallt wegen
Trr(agepvac) = ".[‘L'R(aj;fpv(w) = 0 der erste Term der linken Seite von (2.1.5) zu
Null weg:

Trr([H (t), p(0)]) = Trr([H(t), p4(0) ® pr(0)]) =0 (2.1.7)

Die im zweiten Term der Gleichung (2.1.5) auftauchenden Korrelationsfunktionen
der Einzelmoden lassen sich unter Verwendung des Vakuums als Reservoir auswerten.
Nur Terme der Gestalt (G (t’)&.:ﬂ((t)) sind von Null verschicden und ergeben:

(Gge ()il (2)) = eiwuelé =0 (2.1.8)

Mit (2.1.6b), (2.1.7) und (2.1.8) und der Substitution ¢ =t —7 ergibt sich aus (2.1.5)
die Bewegungsgleichung fiir den reduzierten Dichteoperator pa(t):

N hg
palt) = _/ dr ) 1gqcl” { o Hemune B G4 (t)a-(t)palt — 7)

qe

—a_(1) e_iq'f‘('{),{j/l(f. —7) e—iqf'(ﬂ)é}({'} i@ —wg, -!-P,—;l-#%) }

+ h.c.
(2.1.9)
Hierbei sind die Operatoren zur Zeit t" bis zur Zeit ¢ vorgedreht worden:
fige(t') = Bge(t) €'0ec=F) (2.1.10a)
G (t) = 54 (t) eFonl=t) (2.1.10b)
() = a0 gD 0) (2.1.100)

Die Gleichung (2.1.9) stellt noch eine zeitlich delokalisierte Integro-Differentialglei-
chung dar, da zur Ausfithrung der 7-Integration p4 im Prinzip noch zu allen Zeiten
benotigt wird.
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2.1.3 Markow—Niherung

Um die Gleichung (2.1.9) zeitlich zu lokalisieren, soll an diesem Punkt nun die Mar-
kow-Niherung durchgefiihrt werden. In der Literatur [29] werden zwei sich einander
ergiinzende Markow—Niherungen unterschieden:

e Die sogenannte Erste Markow-Niherung nimmt an, daf die Kopplungskon-
stanten in Gleichung (2.1.9) iiber den interessierenden Frequenzbereich hin
mehr oder minder konstant sind. Zwar gilt fiir die Kopplung zwischen dem
Feld und dem elektronischen Dipol:

2 2
Wae ﬁwqf |E -d| 3

(._32601/7 X Wye (SD), (2.1.11)

d3q lgq€|2 = df2 dwqc

Die Kopplung ist also keineswegs konstant, aber unter der Annahme, daf vor-
allem resonante Moden beitragen, und daf Lebensdauer- und Dopplerverbrei-
terung verschwindend klein gegeniiber der Ubergangsfrequenz wy; sind, ist die
Erste Markow-Niherung fiir die Kopplung an die resonanten Moden gerecht-
fertigt:

2 2
3 . wyy fws |e - d]
Fa gocl” = g5 o v R

(SI) (2.1.12)

e Die Zweite, oder Born-Markow-Niherung, nimmt an, daf die Korrelationen
des Reservoirs so schnell zerfallen, daf in der 7—Integration in (2.1.9) der Dich-
teoperator des Atoms ps nur zu Zeiten ¢ relevant ist, da er sich lediglich adia-
batisch verdndert: '

palt —7) = pa(t) (2.1.13)

Diese Annahme impliziert ein coarse-graining der atomaren Zeitskala, die als
sehr viel langsamer als die Vakuumfluktuationen postuliert wird. Da an der
oberen Grenze der 7-Integration die Korrelationen des Reservoirs und damit
der Integrand der Gl. (2.1.9) vollstindig zerfallen sind, kann die 7-Integration
bis nach 7 — oo ausgedehnt werden.

Bei Vernachlissigung der Schwerpunktsfreiheitsgrade ¥ und p in (2.1.9) liefert die Er-
ste Markow-Niherung durch Ausfithren der Frequenzintegration iiber wy, ein in der
Zeit §-korreliertes Rauschen des Reservoirs (weifes Rauschen). Daraus ergibt sich
unmittelbar die Giiltigkeit der Born-Markow- Néiherung. Umgekehrt ermoglicht die a
priori-Annahme schnell zerfallender Badkorrelationen (Born-Markow) die Durchfiih-
rung der 7-Integration in (2.1.9), welche auf é~Funktionen und Hauptwertintegrale®
fiir die Emissionsfrequenz wy, fithrt, aus denen sich wiederum die Erste Markow—
Niherung motivieren 1aft. Die beiden Markow-Néherungen beleuchten also lediglich
in komplementirer Weise die ,zwei Seiten der selben Medaille® des schnellen Zerfalls
der Badkorrelationen der beziiglich des Atoms resonanten Moden.

2 Auf den ersten Blick scheinen die Hauptwertintegrale zu divergieren. Verwendet man indes die
relativistischen Dispersionsrelationen, so treten im Nenner héhere Potenzen von wye auf, welche die
Konvergenz der Integrale sicherstellen.







































































































































































































































