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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Aspekte der Phasenkohirenz von Bose-
Einstein-Kondensaten theoretisch untersucht. Ausgangspunkt sind die in den letzten beiden
Jahren erfolgten Kondensationsexperimente in atomaren Gasen sowie die daraus hervorge-
gangene erste Realisierung eines gepulsten Atomlasers.

Vor der Diskussion der eigenen Arbeiten wird ein Uberblick iiber bisherige theoretische und
experimentelle Ergebnisse im Zusammenhang mit Bose-Einstein-Kondensation gegeben.
Der Schwerpunkt der prisentierten Theorien liegt auf dem Verhalten idealer bzw. schwach
wechselwirkender Gase. Das Spektrum der Elementaranregungen wird in einer neuen Dar-
stellungsform abgeleitet. Im Zuge einer kurzen Ubersicht iiber experimentelle Phianomene,
die mit Bose-Einstein-Kondensation in Verbindung gebracht stehen, wird vor allem auf die
kiirzlich erfolgten Realisierungen von Bose-Einstein-Kondensation in stark verdiinnten ato-
maren Gasen eingegangen.

Der groBte Fortschritt dieser Experimente besteht darin, daf3 sie eine direkte Beobachtung
der Phasenkohirenz der Kondensate erlauben. Die erste Hilfte dieser Arbeit befaB3t sich mit
dem zuvor unterbreiteten Vorschlag, die Kohérenz durch ein Interferenzexperiment mit zwei
Kondensaten zu testen. Dabei wird zunéchst die Interferenzfahigkeit unabhingiger Kon-
densate diskutiert. Unter der Voraussetzung einer spontan gebrochenen Eichsymmetrie 1aft
sich zeigen, daB unabhéngige Kondensate in der Einzelrealisierung eines Interferenzexperi-
mentes ein Interferenzmuster mit einer im vorhinein unbestimmten Phasenlage aufweisen.
Aufgrund dieser Variation der Phasenlage besitzt die iiber ein Ensemble von Realisierun-
gen gemittelte Dichteverteilung keine Anzeichen einer Interferenz. Wie stets bei einer spon-
tan gebrochenen Symmetrie sind die Eigenschaften einer Ensemblemittelung in Bezug auf
ein Einzelexperiment nur bedingt aussagekriftig. Eine spontan gebrochene Eichsymmetrie
erfordert allerdings Kondensatzustinde, die kohirente Superpositionen verschiedener Teil-
chenzahlen beinhalten. Uber lingere Zeit bestand eine Diskussion dariiber, inwieweit der-
artige Zustinde bei Atomen einen Widerspruch zur Teilchenzahlerhaltung darstellen. Eine
Analyse von Korrelationsfunktionen zeigt jedoch, daB ein Interferenzmuster mit variieren-
der Phasenlage auch dann zu erwarten ist, wenn das Konzept einer gebrochenen Eichsym-
metrie mathematisch nicht anwendbar ist, weil beispielsweise die Atomzahl der beiden Kon-
densatmoden prizise bekannt ist. Eine alternative Beschreibung dieser Situation im Rah-
men kontinuierlicher Meftheorie illustriert, wie die sukzessive Detektion einzelner Atome
zu einer dynamischen Symmetriebrechung der Relativphasenverteilung fiihrt. Die Symme-
trie der globalen Phase bleibt dagegen erhalten.

Nach Kldrung dieser grundlegenden Fragen, wendet sich die Betrachtung den kiirzlich er-
folgten Experimenten zur Bose-Einstein-Kondensation zu. Die hier prasentierten Rechnun-
gen stellen den bislang umfangreichsten theoretischen Vergleich mit den Experimenten der
Gruppe um Ketterle am MIT dar. In den dortigen Experimenten werden die Kondensate



in Magnetfeldern gespeichert. Sie expandieren nach Abschalten der Fallenpotentiale auf-
grund der repulsiven atomaren Wechselwirkungen. Wegen der niedrigen Dichte kénnen so-
wohl die anfingliche Kondensatwellenfunktion als auch ihre Expansionsdynamik durch eine
nichtlineare Schrodingergleichung beschrieben werden. Numerische Losungen dieser Glei-
chung befinden sich in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit den experimentellen Beob-
achtungen. Zusitzlich 14t sich in den magnetischen Fallen mittels eines Lasers ein Poten-
tial mit einem Doppelminimum erzeugen. Dadurch werden zwei getrennte Kondensate ge-
bildet, die im Laufe der Expansion in ihrer Uberlagerungszone ein Interferenzmuster auf-
weisen. Im wechselwirkungsfreien Fall kann die Dynamik dieses Interferenzmusters analy-
tisch beschrieben werden. Seine Periode wichst asymptotisch mit einer Geschwindigkeit,
die indirekt proportional zum urspriinglichen Abstand der Kondensate ist. Die Erkenntnis
dieses Zusammenhanges erleichterte die Wahl experimenteller Parameter, die eine Beobach-
tung der Interferenzerscheinung ermdglichten. Der Vergleich numerischer Rechnungen mit
einem kiirzlich durchgefiihrten Experiment bestitigt das Vorliegen einer makroskopischen
Quanteninterferenz mit grofer Genauigkeit.

Die Beschreibung der Kondensatdynamik mittels einer nichtlinearen Schrédingergleichung
setzt voraus, daf} die Phase der Kondensatwellenfunktion keinen Fluktuationen unterliegt.
Lokale Phasenfluktuationen sind als thermisch besetzte Elementaranregungen gut verstan-
den. Sie limitieren den maximal erreichbaren Kontrast in einem Interferenzexperiment.
Zusiitzlich kann jedoch in Systemen endlicher Teilchenzahl auch die globale Phase der Wel-
lenfunktion zeitlich fluktuieren und dadurch die Kohirenz bzw. Interferenzfahigkeit begren-
zen. Derartige Fluktuationen spielen in der Lasertheorie unter dem Begriff der Linienbreite
eine zentrale Rolle. Aus diesem Grunde werden hier die Grundziige einer kinetischen Theo-
rie zur Beschreibung von Fluktuationen der globalen Kondensatphase entwickelt. Auf die-
ser Grundlage lassen sich die wesentlichen Dispersions- und Diffusionsmechanismen cha-
rakterisieren, die die Phasenkohérenz eines wechselwirkenden Bose-Einstein-Kondensates
begrenzen. Insbesondere zeigt sich, dafl Fluktuationen der globalen Kondensatphase mit zu-
nehmender Systemgrofle an Bedeutung verlieren. Zwei auf dieser Basis abgeleitete Monte-
Carlo-Algorithmen sollen eine numerische Simulation derartiger Vorgénge erlauben.

Fiir ein Bose-Einstein-Kondensat, aus dem ein kohérenter Atomstrahl ausgekoppelt wird,
hat sich aus historischen Griinden die Bezeichnung Atomlaser etabliert. Im letzten Teil der
Arbeit wird ein bereits experimentell demonstrierter Auskoppelmechanismus theoretisch
untersucht. Zusammen mit einem Nachfiillmechanismus liefe sich damit ein kontinuier-
lich betriebener Atomlaser realisieren. Die Eigenschaften des aus einem solchen Atomlaser
ausgekoppelten Atomstrahles werden mithilfe einer koharent getriebenen und gedimpften
Schrodingergleichung, die sich aus der bereits zuvor verwendeten nichtlinearen Schrédin-
gergleichung ableiten 1dBt, erstmals theoretisch studiert. Aufgrund der Forderung nach zeit-
licher Stationaritét ergibt sich ein nahezu monoenergetischer Strahl. Dessen Impulsbreite
ist in erster Linie durch die Fluktuationen der Kondensatphase bestimmt. Im Rahmen einer
analytischen Rechnung wird gezeigt, da3 eine endliche Korrelationszeit der Kondensatphase
auch zu einer endlichen Kohérenzlidnge des ausgekoppelten Atomstrahles fiihrt, wobei sich
der Zusammenhang zwischen beiden GroBen aus der klassischen Trajektorie der ausgekop-
pelten Atome ergibt. Eine Monte-Carlo-Simulation bestitigt dieses Ergebnis.
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Einleitung

Vor zwei Jahren ist es erstmals gelungen, Bose-Einstein-Kondensation in stark verdiinn-
ten atomaren Gasen zu beobachten. Obwohl das Phinomen Bose-Einstein-Kondensation,
d.h. die makroskopische Besetzung eines einzelnen Quantenzustandes, auch einer Anzahl
anderer Erscheinungen wie beispielsweise der Suprafluiditit oder der Supraleitung zugrunde
liegt, zeigen die gegenwirtigen Experimente die bislang grofte Nihe zu den urspriingli-
chen Arbeiten von Bose und Einstein. Trotzdem handelt es sich bei den studierten Systemen
nicht um ideale Gase. Wechselwirkungen zwischen den Atomen spielen eine entscheidende
Rolle. Im Gegensatz zu suprafliissigem Helium lassen sich diese mithilfe der Theorie eines
schwach wechselwirkenden Gases beschreiben. Der wohl weitreichendste Fortschritt, der
mit den neuen Experimenten verbunden werden kann, ist der erfolgreiche direkte Nachweis
der Kohirenz der Bose-Einstein-Kondensate durch ein Interferenzexperiment. Obwohl eine
derartige makroskopische Quanteninterferenz in Supraleitern bereits im Zusammenhang mit
dem Josephson-Effekt beobachtet werden konnte, stellen die neuen Experimente einen we-
sentlichen Fortschritt dar. Zum einen handelt es sich hier um die Interferenz von Atomen
anstelle von Quasiteilchen wie den Cooper-Paaren. Vor allem kniipfen sie aber an die un-
abhangig vorangetriebene Entwicklung der Atomoptik an.

In den vergangenen Jahren konnten Atomoptik und Atominterferometrie rapide Fortschritte
verzeichnen. Es ist mittlerweile mdglich, Atomstrahlen in weitgehender Analogie zu Licht-
strahlen zu verwenden. Die kiirzlich erfolgte Rekonstruktion eines Computerhologrammes
mittels kalter Atomstrahlen illustriert, in welch fortgeschrittenem Stadium sich dieses Gebiet
befindet. Als mogliche Anwendungen werden vor allem die Prizisionsspektrometrie und
die Atomlithographie genannt, die wegen der leichten Erzeugung kurzer Wellenldngen bei
der Herstellung nanostrukturierter Halbleiter Bedeutung erlangen kénnte. Trotzdem sind bis
zur Erreichung dieses Zieles noch etliche Hiirden zu iiberwinden. Wihrend fiir die meisten
passiven optischen Elemente, wie Spiegel und Strahlteiler, geeignete atomoptische Ana-
loga entwickelt werden konnten, besteht vor allem in Bezug auf eine Quelle intensiver und
kohirenter Atomstrahlen nach wie vor ein groBer Bedarf. Insofern wird der gegenwiirtige
Zustand der Atomoptik oft mit dem der klassischen Optik vor Erfindung des Lasers vergli-
chen. Aus diesem Grund gibt es seit einiger Zeit Bestrebungen, das atomoptische Analogon
eines Lasers zu realisieren. Bei einem solchen Atomlaser ist anstelle einer Resonatormode
des elektrischen Feldes ein atomarer Fallenzustand makroskopisch besetzt, aus dem schlief3-
lich ein kohirenter Atomstrahl ausgekoppelt wird. Aufgrund der ebenfalls erfolgten Demon-
stration eines kohérenten Auskoppelmechanismus wird bereits von der ersten Realisierung
eines gepulsten Atomlasers gesprochen.

Aus diesen Griinden erklirt sich das Interesse, das der Bose-Einstein-Kondensation in ato-
maren Gasen entgegengebracht wird, sowohl aus einer grundlagenwissenschaftlichen als
auch aus einer technologischen Perspektive. Nicht nur im Hinblick auf die geplanten An-
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wendungen ist darum ein tiefgreifendes Verstidndnis der Phasenkohirenz dieser Kondensate
wiinschenswert. Insbesondere stehen die Auswirkungen rdumlicher Inhomogenitit und be-
grenzter SystemgroBe im Vordergrund. Aufgrund der rdumlichen Inhomogenitit weist die
Kondensatwellenfunktion eine nichttriviale zeitliche Dynamik auf, die es zu verstehen gilt.
Zusitzlich erfahrt die Kondensatphase in einem System endlicher Teilchenzahl Fluktuatio-
nen, die die Kohdrenz limitieren. Ein dhnlicher Sachverhalt liegt bei einem Laser vor. Das
Studium der Linienbreite bzw. der Kohirenzlidnge des emittierten Lichtstrahles stellt auch
dort ein zentrales Anliegen dar.

Nach einer allgemeinen Einfithrung in das Gebiet der Bose-Einstein-Kondensation in Kapi-
tel 1, wird sich Kapitel 2 der Interferenzfihigkeit unabhéngiger Bose-Einstein-Kondensate
widmen. Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Interferenz zweier Bose-Einstein-
Kondensate und der thermischer Atomstrahlen liegt darin, daB zwei Kondensate auch bei
Unabhangigkeit im Einzelexperiment ein Interferenzmuster aufweisen konnen. Dieses
Phianomen 1dft sich mit dem Bild einer spontan gebrochenen Eichsymmetrie leicht ver-
stehen. Eine solche gebrochene Symmetrie erfordert allerdings Kondensatzustinde mit
kohérenter Superposition verschiedener Teilchenzahlen. Die Existenz derartiger symme-
triebrechender Zusténde ist bei Atomen aufgrund der Teilchenzahlerhaltung umstritten. Eine
Analyse von Korrelationsfunktionen und eine Beschreibung mithilfe der kontinuierlichen
MefBtheorie bestitigen jedoch auch bei strikter Einhaltung der Teilchenzahlerhaltung das aus
einer spontan gebrochenen Eichymmetrie abgeleitete Ergebnis. Nach Kldrung dieser Zu-
sammenhéinge wird in Kapitel 3 ein umfangreicher Vergleich numerischer Rechnungen mit
den am MIT durchgefiihrten Kondensationsexperimenten vorgestellt. Insbesondere ist es
dort gelungen, die Kohidrenz der Kondensate durch ein Interferenzexperiment direkt nach-
zuweisen. Die mathematische Beschreibung der Kondensatdynamik erfolgt auf der Basis ei-
ner nichtlinearen Schrodingergleichung. Die groBe quantitative Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment unterstreicht nicht nur den Fortschritt, den die Experimente mit ato-
maren Gasen gegeniiber friiher untersuchten Systemen, wie suprafluidem Helium, bedeuten.
Sie zeigt auch deutlich die Eignung der verwendeten nichtlinearen Schrédingergleichung
zur Beschreibung der Kondensatdynamik. Kapitel 4 stellt die Grundziige einer kinetischen
Theorie der Phasenfluktuationen vor. Darauf aufbauend werden die wesentlichen Fluktuati-
onsmechanismen diskutiert. Im Einklang mit der thermodynamischen Vorstellung einer ge-
brochenen Eichsymmetrie verlieren Fluktuationen der globalen Kondensatphase mit zuneh-
mender Besetzung der Kondensatmode an Bedeutung. Ein vorgeschlagener Monte-Carlo-
Algorithmus soll die Simulation derartiger Fluktuationen ermdglichen. Gegenstand von Ka-
pitel 5 ist der Atomlaser. Im wesentlichen werden dabei die Eigenschaften des aus einem
kontinuierlich betriebenen Atomlaser ausgekoppelten Atomstrahles untersucht. Bei einer
Vernachlidssigung von Kondensatfluktuationen besteht dieser aus einer monoenergetischen
Materiewelle. Fluktuationen der Kondensatphase begrenzen jedoch deren Kohirenzlinge.
Die Beziehung zwischen der Korrelationszeit der Kondensatphase und der Kohirenzlinge
des ausgekoppelten Strahles wird analytisch erklért.



Bose-Einstein-Kondensation

Komm in den totgesagten park und schau:
Der schimmer ferner léichelnder gestade

Stefan George

Ziel dieses Kapitels ist es, neben einer allgemeinen Einfiihrung in die Thematik der Bose-
Einstein-Kondensation, Konzepte und Techniken vorzustellen, die zum Verstdndnis spiéterer
Kapitel benétigt werden. Die vorgenommene inhaltliche Auswahl ist darum unter diesem

Gesichtspunkt zu sehen.

1.1 Grundziige der Theorie

In diesem Abschnitt werden die Grundelemente der Theorien zu Bose-Einstein-
Kondensation und Suprafluiditiit vorgestellt. Suprafluides 4He ist als erste experimentelle
Realisierung eines Bose-Einstein-kondensierten Systems anzusehen. Insofern ist es nicht
verwunderlich, daB die in den 50er und 60er Jahren zum Thema Suprafluiditit angestellten
Uberlegungen paradigmatisch fiir die Beschreibung heutiger Experimente mit atomaren
Gasen sind. Das besondere Augenmerk der folgenden Ausfiihrungen wird dabei auf dem
Konzept der gebrochenen Eichsymmetrie liegen. Die grundsiitzlich wichtige Thematik der
Elementaranregungen wird geméf ihrer geringeren Bedeutung fiir die folgenden Kapitel
nur knapp behandelt. Auf die Darstellung thermodynamischer Eigenschaften mufl dagegen

weitgehend verzichtet werden.

1.1.1 Ideale Gase

Das heute Bose-Einstein-Kondensation genannte Teilgebiet der statistischen Physik basiert
auf der Arbeit von Bose [26] iiber Photonen, die von Einstein [58,59] auf ideale Gase masse-
behafteter Teilchen iibertragen wurde. In letzterem Zusammenhang wird der Begriff Bose-
Einstein-Kondensation heute gewdhnlich verwendet.

Der physikalische Kern dieses Phanomens ist der Ubergang eines idealen Gases aus un-
unterscheidbaren Teilchen, deren Wellenfunktion symmetrisch unter Teilchenaustausch ist,
in einen Zustand, bei dem ein makroskopischer Teil des Gases denselben Quantenzustand
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bevolkert. Dal sich bei 7' = 0 alle Gasteilchen im Grundzustand des Systems befinden, ist
nicht verwunderlich. Der erstaunliche Aspekt am Phinomen Bose-Einstein-Kondensation
ist, daB auch fiir positive Temperaturen, die unterhalb einer scharf definierten kritischen
Temperatur liegen, ein nennenswerter Anteil der Teilchen im Grundzustand verbleibt. Ein
derartiges Verhalten riihrt allein von den bereits erwdhnten quantenstatistischen Vertau-
schungseigenschaften her und ist mit klassischen Teilchen, die einer Boltzmann-Verteilung
gehorchen, nicht erklédrbar.

Mathematisch 1468t sich dieses Verhalten am einfachsten unter Benutzung des groBkanoni-
schen Ensembles zeigen. Mit dem Einteilchenhamiltonoperator Hy, den Energien ¢; und
dem Teilchenzahloperator IV erhilt man die groBkanonische Zustandssumme

o0
= —B(Ho—pN )} = 1
Zpe(T, V,p) = tr e Hl_e_ﬁ(ﬂ_m, (1.1.1)
wenn man die Entropie unter den Nebenbedingungen gegebener mittlerer Energie und Teil-
chenzahl maximiert [167]. Die inverse Temperatur 1/ = kpT und das chemische Potential
1 spielen dabei die Rolle von Lagrange-Multiplikatoren. Unter Zuhilfenahme des groBka-

nonischen Potentials

oo
Qpg = —kpTIn Zgg(T, V,u) = kpT Y In (1 . e"ﬁ(ﬂ“#J) (1.1.2)
=0

erhilt man daraus mittels

o0 =
(Ny=— BBl =%"(n)) (1.1.3)
Op TV 7
die Bose-Einstein-Verteilung
S . 1.1.4
() = SBamm =1 (1.14)

fiir die mittlere Besetzung der Energieniveaus ¢;. Die genaue Bestimmung des chemischen
Potentials p bei vorgegebener mittlerer Teilchenzahl hat dabei selbstkonsistent unter Ver-
wendung von Gl. (1.1.3) zu erfolgen. Aus der Forderung (n;) > 0 148t sich die Bedingung
1 < g herleiten. Diese Kenntnis ist fiir unsere Zwecke ausreichend, folgt doch aus ihr fiir
die Besetzung des Grundzustandes ¢y = 0

(ng) = o0 fiir p—+ 0. (1.1.5)

Der Anzahl der Teilchen im niedrigsten Energiezustand sind somit keine thermodynami-
schen Grenzen gesetzt. Vollzieht man fiir ein riumlich homogenes ideales Gas mit Volumen
V den thermodynamischen Limes

N
(N) 200, V = o0, nz%zconst., (1.1.6)

sollte sich die Summe in GI. (1.1.3) durch ein Integral approximieren lassen. Daraus erhilt
man fiir die Dichte
93/2(2’)

n= 3

Ar

(1.1.7)
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mit der thermischen Wellenldnge

(1.1.8)

und der auf die Fugazitit z = e®* bezogenen Funktion g, /2(2). Diese stellt einen Spezialfall
der allgemeinen Bose-Funktion

gi(2) =

a=1

(1.1.9)

1%

dar. Die Funktion g3/5(2) ist fiir positive z monoton steigend. Hieraus ergibt sich eine pa-
radoxe Konsequenz. Im Grenzfall 4 = 0 bzw. z = 1 folgt aus GI. (1.1.7) eine obere Grenze

nAT|,—y = 93/2(1) = 2,612 (1.1.10)

der Teilchendichte. Fiir eine solche Beschrinkung fehlt nicht nur jeglicher physikalischer
Grund, sie steht auch im Widerspruch mit Gl (1.1.5). Dementsprechend kann die Approxi-
mation der Summe in Gl. (1.1.3) durch ein Integral, d.h. eine Riemann-Summe, nur begrenzt
zulidssig sein. Es 4Bt sich zeigen, daB gerade die mogliche groBe Grundzustandspopula-
tion (vgl. Gl. (1.1.5)) die Stetigkeitsanforderungen der Integration verletzt. Bei korrekter
Durchfiihrung des thermodynamischen Limes muB3 GI. (1.1.7) vielmehr

(N) _ (No) , g3/2(2)

—_ = P 1
n= v T (1.1.11)
lauten, wobei die Besetzung des Zustandes mit dem Wellenvektor k = 0 gesondert zu

beriicksichtigen ist. Eine Beschriinkung der Dichte besteht somit nicht. Stattdessen erhilt
man aus Gl. (1.1.10) eine kritische Temperatur

2mh? n 2/3
Te = onken (2,612) (1:142)

und eine kritische Dichte

(Ne) (1.1.13)

kaT) 342

=2
,612( =

Me =

jenseits der (T' < T, bzw. n > n.) Bose-Einstein-Kondensation in Form einer makroskopi-
schen Population

(No) _ Ty
W — 1] = (i) (1.1.14)

des Grundzustandes eintritt. Dieser scharfe Wechsel im Verhalten bei T, stellt einen ther-
modynamischen Phaseniibergang dar.
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1.1.2 Makroskopische Wellenfunktion

In der vorangegangenen Betrachtung eines rdumlich homogenen idealen Gases manifestierte
sich die Bose-Einstein-Kondensation durch eine makroskopische Population eines Einteil-
chenzustandes 1) (r), der aufgrund der Abwesenheit von Wechselwirkung auch ein Energie-
eigenzustand ist. Im Grenzfall T' = 0146t sich der Grundzustand ¥ des Vielteilchensystems
als Produkt

o = 4(r1) x 3(rz) x --- x Y(rny) = |N,0,...,0) (1.1.15)

dieser Einteilchenzustidnde schreiben.

Off-diagonal-long-range-order (ODLRO)

Einer Verallgemeinerung dieser Definition der Bose-Einstein-Kondensation auf wechselwir-
kende Systeme, die im Zuge der Untersuchungen zur Suprafluiditiit dringend geboten er-
schien, steht im Wege, dafl der Grundzustand ¥ eines wechselwirkenden Systems in keiner
Weise als Produkt von Einteilchenzustinden geschrieben werden kann. Penrose und Onsa-
ger [160] fiihrten darum eine verallgemeinerte Definition der Bose-Einstein-Kondensation
mit Hilfe der Einteilchendichtematrix ein. Das entscheidende Kriterium ist analog zu GL
(1.1.11) das Vorliegen eines singulidren makroskopischen Eigenwertes Ny der Einteilchen-
dichtematrix

(U1 () ¥ (') = Noy* (£) (') + M (x,x') (1.1.16)

mit der aus der Einteilchenmodenfunktion 1) (r) gebildeten Dyade als zugehérigem Eigen-
vektor. /Ny (r) wird dabei iiblicherweise als makroskopische Wellenfunktion des Systems
bezeichnet. Wie bereits ausgefiihrt, 146t sich der Vielteilchengrundzustand ¥ bei Wechsel-
wirkung im Unterschied zum idealen Fall GI. (1.1.15) nicht als Produkt der Einteilchenwel-
lenfunktionen % (r) schreiben. Dies hat zur Folge, dal bei 7' = 0 in der Regel Ny < N gilt.
Im Falle eines rdumlich homogenen Systems ergibt sich

(Ut r) ¥ (")) — % fir |r—r'| = oo A.L1D
als dquivalentes Kriterium fiir das Auftreten von Bose-Einstein-Kondensation. Dabei wurde
vorausgesetzt, dal der unkondensierte Anteil eine stetige Impulsverteilung besitzt. Als Fou-
riertransformierte dieser Impulsverteilung verschwindet ,5(1) (r,r’) fiir groBe Relativabstin-
de. In Zusammenhang mit Gl. (1.1.17) wies Yang [203] darauf hin, da} Bose-Einstein-
Kondensation als Spezialfall einer weiteren Klasse von Phinomenen anzusehen ist, bei de-
nen eine langreichweitige Korrelation in den Nebendiagonalelementen einer reduzierten
Dichtematrix besteht. Eine derartige off-diagonal-long-range-order (ODLRO) ist ein echter
Quanteneffekt, der sich von einer langreichweitigen Dichtekorrelation unterscheidet, wie sie
in einem Festkorper auftritt.

Spontan gebrochene Eichsymmetrie

Die Existenz einer langreichweitigen Dichtekorrelation deutet auf eine spontane Brechung
der Translationssymmetrie hin. An diesen Zusammenhang kniipft der weitergehende An-
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satz von Bogoliubov [23] und Goldstone [72, 73] an, der versucht, das Auftreten einer ma-
kroskopischen Wellenfunktion durch eine gebrochenen Eichsymmetrie zu erkliren.! Para-
digmatisch fiir das Auftreten eines Phaseniiberganges aufgrund einer gebrochenen Symme-
trie ist das Phidnomen des Ferromagnetismus. Bei Abwesenheit von dufieren Magnetfeldern
besitzt der Hamiltonoperator eines wechselwirkenden Spin-Systems unter Rotationen O(3)-
Symmetrie. Zusitzlich ist der quantenmechanische Grundzustand des Systems entartet. Die
thermische Einteilchendichtematrix 148t sich somit in Bezug auf die z-Achse als

PO = 2N U+ D mie (S =0 (1.1.18)

schreiben. Die Folge hiervon ist eine im Mittel verschwindende Magnetisierung. Da-
bei erfolgt die Mittelung, wie in der Quantenmechanik iiblich, iiber ein Ensemble von un-
abhingigen Einzelsystemen.> Das Verschwinden einer mittleren Magnetisierung spiegelt
somit lediglich die erwihnte Rotationssymmetrie wieder. Oberhalb der Curie Tempera-
tur verschwindet die mittlere Magnetisierung auch in einem hinreichend grofien Einzelsy-
stem. Dagegen ist der bei der Curie Temperatur auftretende Phaseniibergang zum Ferro-
magnetismus dadurch gekennzeichnet, daB plétzlich im Einzelsystem eine mittlere Magne-
tisierung gemessen wird, deren Orientierung jedoch zwischen verschiedenen Realisierun-
gen zufillig variiert, wodurch die Symmetrie im Ensemblemittel gewahrt bleibt. Unbe-
friedigend bei einer derartigen spontanen Symmetriebrechung ist, daB} der iiber das volle
Ensemble GI. (1.1.18) gemittelte quantenmechanische Erwartungswert ungeeignet ist, die
richtige Vorstellung vom Verhalten eines typischen Einzelsystems zu vermitteln.* Es wiire
darum wiinschenswert, wenn jedem typischen Einzelsystem derart ein quantenmechani-
sches Subensemble gegeniibergestellt werden konnte, daf3 dessen Einteilchendichtematrix in
vollstandiger Weise das Verhalten dieses Einzelsystem beschreibt. Im Falle einer in negative
z-Richtung magnetisierten Domine wiirde eine derartige Identifizierung beispielsweise

1 .

PV =1 mit (S:), =4 (1.1.19)

lauten. In Analogie zum obigen Beispiel postulierte Bogoliubov [23] im Falle der Bose-

Einstein-Kondensation eine Entartung des Grundzustandes, die eine derartige Zerlegung der
Dichtematrix in Subensembles

2m
p= [ @b tol mic (B = VNaplr)e? (1.120)

erlaubt, daB der auf ein Subensemble bezogene Quasierwartungswert (\i!(r))¢ des Feldope-
rators die infolge der Bose-Einstein-Kondensation auftretende makroskopische Wellenfunk-
tion angibt. Goldstone [72,73] formulierte diese Annahme in einem allgemeinen quanten-
feldtheoretischen Zusammenhang. Die entsprechende Abwandlung des Kondensationskri-

teriums Gl. (1.1.17) lautet damit
(F () B () — (F)3(E(r)s fir [r—r']— oo (1.1.21)

I Das Goldstone Theorem besagt, daB eine Invarianz des Hamilonoperators unter einer Symmetrietransfor-
mation einen invarianten (nichtentarteten) Grundzustand oder die Existenz phononenartiger Elementaranregun-
gen zur Folge hat. Allein aus dem Auftreten derartiger Anregungen kann jedoch noch nicht auf das Vorliegen
einer gebrochenen Eichsymmetrie geschlossen werden, wie sie hier beschrieben werden soll [190].

2Ein Einzelsystem ist hier beispielsweise eine einzelne Doméne eines Ferromagneten. Im allgemeinen ist un-
ter einem Einzelsystem jedoch die einzelne Realisierung eines Experimentes unter identisch praparierten Start-
bedingungen zu verstehen.

Im Gegensatz zu Experimenten mit einzelnen Atomen, wo eine derartige Situation als Konsequenz quan-
tenmechanischer Unbestimmtheit akzeptiert wird, bestehen die hier betrachteten Einzelsysteme immer noch aus
einer Vielzahl von Teilchen, an denen eine statistische Mittelung vorgenommen werden kann.













































































































































































































































