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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine allgemeine Theorie des Ein-Atom-Lasers vor-
gestellt und eine Methode zur Behandlung dissipativer Vielniveausysteme ent-
wickelt. Diese zeigt den Einflufi von Dissipation und Pumpdynamik auf die statisti-
schen Eigenschaften mikroskopischer Lasersysteme auf. Der Ein-Atom-Laser ist ein
Paradebeispiel fiir ein getriebenes offenes Quantensystem. Sowohl die Quantenei-
genschaften des Lichts als auch neue Konzepte der Lasertheorie kénnen an diesem
System untersucht werden. Anders als in Mikromasern und -lasern befindet sich
ein einzelnes Atom in permanenter Wechselwirkung mit einer Resonatormode und
Pumpfeldern. Die dissipative Kopplung der Teilsysteme an ihre Umgebung wird im
Rahmen der Reservoirtheorie in einer Mastergleichung berticksichtigt. Statt jedoch
auch das Pumpen des Atoms vereinfachend durch die Wechselwirkung mit einem
Wiirmebad zu beschreiben, wird auf die Details der Anregung durch klassische
Lichtfelder eingegangen.

Durch die Untersuchung spezieller Pumpmethoden wurde in den letzten Jahren
gezeigt, daB das Rauschen in der von Masern und Lasern erzeugten Strahlung re-
duziert werden kann. Eine exakte theoretische Beschreibung ist fiir das Verstdndnis
der zugrundeliegenden Mechanismen von grofier Bedeutung. Drei Wege zur Rausch-
verminderung haben sich herauskristallisiert: eine regelméfige Injektion von ange-
regten Atomen in den Laserresonator, die Ausnutzung atomarer Kohérenzeffekte
und schlieBlich eine Art von Selbstregelung in Vielniveausystemen. Hier wird auf
die letzten beiden Moglichkeiten eingegangen und der Mechanismus der Selbstre-
gelung identifiziert.

Die Quantenmastergleichung des Ein-Atom-Lasers wird in dieser Arbeit durch
Eliminierung der Pumpniveaus und Herleitung einer effektiven Liouville-Gleichung
stark vereinfacht. Zur Berechnung der stationidren Eigenschaften mufl nicht auf
Niherungen (wie zum Beispiel eine adiabatische Elimination der atomaren Varia-
blen oder die Linearisierung einer Fokker-Planck-Gleichung) zuriickgegriffen wer-
den. Daher kénnen sogar Systeme beschrieben werden, in denen die Feldverluste
auf der Zeitskala der atomaren Relaxationen nicht vernachléssigbar sind. In einer
solchen Situation sind die exakten Ergebnisse vollig verschieden von denen einer li-
nearisierten Behandlung. Auflerdem wird durch die vollstandige Reduktion auf ein
offektives Zweiniveausystem der numerische Aufwand unabhéngig von der Zahl der
beteiligten Pumpniveaus. Dies erleichtert die exakte Berechnung der Eigenschaften
von Vielniveausystemen erheblich.

Da das Atom zum Durchlaufen der Pumpniveaus eine endliche Zeitspanne
benétigt, kommt es bei der Anregung aus dem unteren in das obere Laserniveau
su Zeitverzogerungen. Der sich dadurch ergebende Gedéchtniseffekt wird durch
einen nichtmarkowschen Pumpterm beriicksichtigt. Im stationdren Zustand wird
aus diesem Term ein zeitunabhéngiger Pumpoperator. Dieser beschreibt die Korre-
lation zwischen der Effektivitit der Pumpe und dem Zustand des Resonatorfeldes.
Héhere statistische Momente des Laserfeldes werden wihrend des Pumpvorgangs



stiarker geddmpft als die mittlere Photonenzahl. Auf diese Weise wird die stationire
Photonenzahlverteilung schmaler als in konventionellen Lasern. Die qualitativen
Eigenschaften dieser dynamischen Verminderung des Intensitéitsrauschens kénnen
mit Hilfe der analytisch bekannten Eigenwerte des Pumpoperators erklirt werden.
Der Mechanismus der korrelierten Anregung unterscheidet sich grundlegend von
einer regelméfiigen Anregung in dquidistanten Zeitabstinden, wie sie in Lasern
mit periodischer externer Injektion vorliegt. Bemerkenswerterweise spielt bei der
Rauschverminderung durch korrelierte Anregung die Dissipation des Laserfeldes
eine konstruktive Rolle.

Die Auswertung der Bewegungsgleichungen erfolgt nicht in der iiblichen Fock-
darstellung, sondern mit Hilfe der Ddmpfungsbasis. Diese besteht aus den Eigen-
vektoren des die Feldddmpfung beschreibenden Liouville-Operators und wird hier
auf zwei Arten abgeleitet. Durch eine Verallgemeinerung gelingt eine einfache Her-
leitung der allgemeinen analytischen Lésung des geddmpften anharmonischen Os-
zillators. Am Beispiel der Zwei-Photonen-Dissipation wird gezeigt, daf§ auch andere
dissipative Systeme mit diesem Formalismus behandelt werden kénnen. Mit Hilfe
der Dampfungsbasis wird fiir den Ein-Atom-Laser ein analytischer Zusammenhang
zwischen der Intensitéit und den Fluktuationen des Laserfeldes gefunden und eine
dreigliedrige Rekursionsrelation hergeleitet, die mit Hilfe eines Kettenbruchverfah-
rens exakt gelost werden kann. Zum Vergleich werden analytische Losungen einer
Fokker-Planck-Rechnung, fiir den semiklassischen Dreiniveaulaser und fiir Scully-
Lamb-Laser mit kohdrentem Pumpfeld oder mit zwei Lasermoden angegeben.

Diese Arbeit zeigt erstmalig, dafl die Realisierung eines Ein-Atom-Lasers mit
vorhandenen Techniken durch Kombination eines optischen Resonators mit einer
Endkappenfalle fiir Ionen moglich ist. Der konkrete Vorschlag eines zukiinftigen
Experimentes wird vorgestellt. Es wird Lasertitigkeit fiir ein einzelnes gefangenes
Ca™-Ion in einem Resonator hoher Giite bei einer Wellenlédnge von 866 nm vor-
hergesagt. Anders als bei konventionellen Lasern kann die Herausbildung zweier
Schwellen beobachtet werden. Sowohl fiir kleine als auch fiir grofle Pumpstéirken
ist das Resonatorfeld fast thermisch, wihrend in einer mittleren Region Laser-
licht mit poissonscher und sogar subpoissonscher Statistik erzeugt wird. Atomare
Kohirenzeffekte, wie der dynamische Starkeffekt und Lasertiitigkeit ohne Beset-
zungsinversion, spielen in diesem kohirent gepumpten System eine entscheidende
Rolle. Ein solcher Ionenfallenlaser ist eine Quelle nichtklassischen Lichts und der
erste Laser, der nur mit einem einzigen Atom, das stindig im Resonator bleibt,
betrieben wird.
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Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

Die Lasermodelle, die nach der Entwicklung der ersten Maser und Laser in den
sechziger Jahren entwickelt wurden [64, 44, 97], beriicksichtigen das Pumpen des
Lasermediums in der Regel durch Einfiihrung einer effektiven Pumprate. Auf diese
Weise gelingt eine einheitliche Beschreibung der gingigen makroskopischen Laser,
die als thermodynamische Systeme betrachtet werden kénnen. Eine mikroskopische
Beschreibung dieser Systeme ist nicht maglich. Im Rahmen dieser Arbeit wird eine
exakte Beschreibung des Ein-Atom-Lasers unter besonderer Beriicksichtigung der
Details des Pumpprozesses gegeben. Die zur Erzielung von Lasertétigkeit bendtig-
ten Elemente — ein Resonator, ein aktives Medium und eine Pumpe — finden sich
auch in diesem fundamentalsten mikroskopischen Pendant zum konventionellen La-
ser. Die hier entwickelte Theorie des Ein-Atom-Lasers verspricht somit auch grund-
legende Einsichten in die mikroskopischen Vorgénge in makroskopischen Systemen
zu geben.

Neue Entwicklungen beim Einfangen und Kiihlen von Ionen und Atomen [6] so-
wie Fortschritte in der Resonator-Quantenclektrodynamik mit starker Atom-Feld-
Kopplung [61] haben die Voraussetzungen fiir die experimentelle Realisierung eines
Ein-Atom-Lasers in der nahen Zukunft geschaffen. Das aktive Medium eines sol-
chen Lasers besteht aus einem einzigen Atom oder Ion. Anders als bei Mikromasern
[73, 24, 109, 32] und Mikrolasern [5, 88] wird das Atom im Resonator gehalten und
befindet sich in permanenter Wechselwirkung mit Pumpfeldern und einer Laser-
mode. Die resultierende Dynamik und das erzeugte Laserfeld sind in wesentlichen
Punkten verschieden von der Situation, in der eine Folge von Atomen mit einem
wohlpriparierten Zustand in den Resonator injiziert wird.

Die Tatsache, daff ein einzelnes Atom fiir das Entstehen und Aufrechterhalten
der Lasertitigkeit verantwortlich ist, stellt eine experimentelle Herausforderung
dar. Es werden Resonatorspiegel mit einer sehr grofien Finesse benétigt. Aufler-
dem muB eine starke Atom-Feld-Kopplung vorliegen, die nur durch kleine Resona-
torabmessungen zu realisieren ist. Nach der stimulierten Emission eines Photons in
die Lasermode muf} das Atom wieder angeregt werden, bevor die néichste Emission
auftreten kann. Ahnlich wie in den Experimenten zur Resonanzfluoreszenz, die An-
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8 1 Binleitung und Uberblick

tibunching zeigen [29, 60], tritt eine unvermeidbare Totzeit auf, withrend der das
Atom nicht imstande ist, dem Laserfeld ein weiteres Photon hinzuzufiigen. Diese
Zeit kann im allgemeinen vergleichbar mit der Lebensdauer des Resonatorfeldes
sein. Eine Schwierigkeit bei der theoretischen Behandlung dieser Art von Dyna-
mik ist die Tatsache, daf} keine separierbaren Zeitskalen fiir die atomare und die
Felddynamik vorhanden sind und daher keine adiabatische Niherung anwendbar
ist.

In den letzten Jahren wurden mehrere Arbeiten iiber den Ein-Atom-Laser
veroffentlicht [78, 40, 81, 82, 50, 20, 21]. An diesem System kénnen neue theoreti-
sche Konzepte und Ergebnisse der Quantentheorie des Lasers getestet werden. Zu
diesen gehoren das erwihnte Problem dhnlicher Zeitskalen und der Einfluf} dissipa-
tiver Prozesse [20], die Folgen einer Entleerung des Grundzustandes [46], atomare
Kohérenzeffekte [7, 113, 80] und die dynamische Unterdriickung des Quantenrau-
schens [56, 92, 38, 95, 20]. Alle diese Aspekte sind die Folge eines Pumpprozesses,
dessen Komplexitét in der konventionellen Behandlung des Lasers nicht beriicksich-
tigt wird, im Ein-Atom-Laser jedoch entscheidend die Eigenschaften des erzeugten
Laserlichts beeinflufit.

In dieser Arbeit wird eine Theorie des Ein-Atom-Lasers vorgestellt, welche die
Dissipation und Pumpdynamik in Vielniveausystemen mit den statistischen Ei-
genschaften des Laserfeldes in Verbindung bringt. Abgesehen von ihrer mathema-
tischen Transparenz zeichnet sie sich durch ihre Allgemeingiiltigkeit aus, insofern
als keine Annahmen oder Niherungen wie eine adiabatische Elimination atomarer
Variablen oder die Linearisierung einer Fokker-Planck-Gleichung gemacht werden.
Dies ist besonders relevant fiir die Behandlung eines Ein-Atom-Lasers, da fiir diesen
der Pumpprozef}, die Verlustprozesse und die Wechselwirkung mit der quantisier-
ten Lasermode in der Regel vergleichbare Zeitskalen haben. Sogar fiir Spiegel ho-
her Giite treten wihrend der Totzeit des Ions merkliche Transmissionsverluste auf.
Auch die Annahme eines schwachen Pumpfeldes ist nicht anwendbar, da die Beset-
zungswahrscheinlichkeit des Grundzustandes deutlich verringert wird. Das Atom
und das Feld miissen in einer solchen Situation als eine kohirente Einheit behan-
delt werden, und die komplette Mastergleichung fiir den statistischen Operator des
Gesamtsystems ist zu betrachten.

In den letzten Jahren hat die Mdglichkeit einer Verminderung des Intensitéts-
rauschens von Laserlicht unter die Grenze des Schrotrauschens erhebliche Aufmerk-
samkeit erfahren. Ein besonders interessantes Verfahren bei welchem die Rausch-
unterdriickung statt durch eine externe Kontrolle des Pumpmechanismus durch die
Pumpdynamik des Lasermediums selbst hervorgerufen wird, ist von Khazanov, Ko-
ganov und Gordov [56] gefunden und von Ralph und Savage [84, 85] sowie Hart und
Kennedy [46] niher untersucht worden. Ritsch, Zoller, Gardiner und Walls [92, 93]
haben in ihrer Arbeit die Betrachtung auf den Fall einer Anregung iiber eine Pump-
kaskade mit vielen Energieniveaus ausgedehnt. Dieser Anregungsprozeff kann mit
einer wachsenden Zahl von Zwischenzustinden zu einer Laseramplitude mit zu-
nehmend geringerer Schwankungsbreite filhren (amplitude squeezing). Die Laser-
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strahlung besitzt dann eine subpoissonsche Statistik dhnlich wie ein Maser mit
regelmiifliger (externer) Injektion von Atomen im oberen Zustand, fiir den schon
frither eine Rauschverminderung gefunden worden ist [41, 10, 71, 43, 12, 19].

Der hier vorgestellte Zugang liefert neue Einsichten in das Problem der Rausch-
verminderung. Es stellt sich heraus, dafl der Mechanismus der Unterdriickung des
Intensititsrauschens durch Selbstregelung in Vielniveausystemen nicht wie bisher
angenommen [92] durch eine Regularisierung des Pumpprozesses, sondern durch
cin korreliertes Anregungsschema [22] zu erkléren ist. In diesem hingen die effekti-
ven Anregungsraten von der Zahl der Photonen im Laserfeld ab. Diese Abhingig-
keit beriicksichtigt die unterschiedliche Dampfung verschiedener Komponenten des
Laserfeldes wihrend des Pumpens. Die quantitative Abhéingigkeit der Anregungs-
raten von den Feldvariablen ist durch die Eigenwerte eines Pumpoperators [21]
fiir einen effektiven Zweiniveaulaser gegeben. Das Konzept der korrelierten atoma-
ren Anregung erklirt den Mechanismus der Rauschverminderung inhédrent aus den
dynamischen Gleichungen selbst, statt sich auf die Annahme zu stiitzen, dafy der
Pumpprozef als ein separater stochastischer Prozef betrachtet werden kann, der
mehr oder weniger regelmiBig ist. Das korrelierte Anregungsschema im Ein-Atom-
Laser ist vollig verschieden von der regelméfiigen Injektion angeregter Atome im
Mikromaser oder -laser.

Die neue Methode stiitzt sich auf den Formalismus der Dampfungsbasen, der
von Briegel und Englert [16] entwickelt wurde und mit dessen Hilfe die allgemeine
analytische Losung des Jaynes-Cummings-Modells (53] mit Dissipation gelang [17].
Zuvor konnten nur Spezialfille analytisch behandelt werden (2, 27]. Im Ein-Atom-
Laser wird das Jaynes-Cummings-Modell mit Dampfung um die Moglichkeit einer
Pumpdynamik mit Energiezufuhr von auflen erweitert.

Exakte numerische Rechnungen fiir das Wérmebadmodell eines gepumpten
Atoms in einem Resonator wurden erstmals von Agarwal und Dutta Gupta (3]
durchgefiihrt. Sie fanden nichtklassisches Licht mit schwach ausgeprigter subpois-
sonscher Statistik. Der Nachweis, daB ein einzelnes Atom Laserlicht erzeugen kann,
gelang unabhiingig voneinander Mu und Savage (78] und Ginzel et al. [40]. In [78]
wurde dariiber hinaus mit einer direkten numerischen Behandlung der Dichtema-
trixgleichungen gezeigt, daf ein Pumpschema mit vier Niveaus zu deutlich sub-
poissonschem Laserlicht fiihren kann.

Mit der hier benutzten Methode gelingt eine analytische Erklirung dieses nu-
merischen Ergebnisses. Aufierdem kann ein allgemeines Vielniveausystem ohne
eine Niherung behandelt werden. Auf diese Weise wird auch die vorhergesagte
Verstirkung der Rauschverminderung fiir eine Vielniveauanregung auf der Grund-
lage der exakten Mastergleichung fiir ein einzelnes Atom bestiitigt. Insbesonde-
re kann das System fiir beliebige Parameter untersucht werden, und eine Be-
schrinkung auf Situationen weit oberhalb der Laserschwelle entféllt.

Ferner wird ein konkreter Vorschlag eines experimentell realisierbaren lonen-
fallenlasers ausgearbeitet. Details wie die Niveaustruktur von realen Ionen und
deren Ubergangsmatrixelemente werden beriicksichtigt. Bs stellt sich heraus, daf}
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es moglich ist, mit Parametern fiir einen realistischen optischen Resonator ein La-
serfeld mit einem einzelnen Ion zu produzieren. Atomare Kohirenzeffekte und die
Bedeutung von Lasertiitigkeit ohne Besetzungsinversion werden in diesem Zusam-
menhang besonders transparent. Auflerdem kann das Laserfeld im Gegensatz zu
einem konventionellen Laser eine nichtklassische Photonenstatistik aufweisen.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt. Zunichst wird in Kapitel 2 der fiir die
Behandlung des Ein-Atom-Lasers wichtige Formalismus der Ddmpfungsbasen vor-
gestellt und veranschaulicht. Die Eigenwerte sowie die rechten und linken FEi-
genvektoren des Liouville-Operators, der die Diampfung eines Resonatorfeldes be-
schreibt, werden auf zwei Arten hergeleitet: erstens mit Hilfe einer anschaulichen
Entwicklung nach dyadischen Produkten von Fockzustinden und zweitens durch
die Losung einer Differentialgleichung. Durch eine Verallgemeinerung der zwei-
ten Methode gelingt in Abschnitt 2.4 eine einfache Herleitung der allgemeinen
analytischen Losung des geddmpften anharmonischen Oszillators. Am Beispiel der
Zwei-Photonen-Dissipation wird gezeigt, daf} sich dieser Formalismus auch zur Be-
schreibung anderer dissipativer Systeme eignet.

Ausgehend von der Mastergleichung fiir den statistischen Operator des gesam-
ten Atom-Feld-Systems wird in Kapitel 3 als Musterbeispiel der Ein-Atom-Laser
mit vier Niveaus behandelt. Das Gesamtsystem l&8t sich in zwei Teile zerlegen,
fiir die die Begriffe ,Pumpsystem® und ,Lasersystem® eingefiihrt werden. Das
Pumpsystem umfafit die Pumpniveaus und ein klassisches externes Feld, welches
das Atom anregt. Bs ersetzt das Wirmebad der iiblichen Reservoirtheorie fiir die
Pumpe [44] und kann nur in Spezialfillen auf dieses einfache Modell reduziert wer-
den. Das Lasersystem beschreibt die Kopplung der Laserniveaus an die Mode des
quantisierten Feldes. Es ist wegen der Resonatorverluste an ein kaltes Reservoir
und durch atomare Zerfille an das Pumpsystem gekoppelt. Ohne auf Niherungen
zuriickgreifen zu miissen, werden in Abschnitt 3.3 die Variablen des Pumpsystems
eliminiert. In der Bewegungsgleichung fiir das Lasersystem fiihrt diese Eliminie-
rung auf einen nichtmarkowschen Term, der das atomare Gedichtnis withrend der
Anregung widerspiegelt. Im stationéren Zustand reduziert sich dieser nichtmarkow-
sche Term auf einen Pumpoperator, der eine Funktion der dynamischen Variablen
des Feldes ist. Mit Hilfe des Pumpoperators und der Diimpfungsbasis ergeben sich
analytische Bezichungen zwischen der atomaren Inversion auf dem Laseriibergang
und den statistischen Momenten des Feldes. Alle Systemgréfien lassen sich auf
eine einzige Unbekannte (zum Beispiel die mittlere Photonenzahl) zuriickfiihren.
Schliefflich erfolgt die numerische Losung mit einem Kettenbruchverfahren oder ei-
ner Routine fiir ein Matrixeigenwertproblem. Die Numerik wird getestet durch die
Reproduktion von Ergebnissen, die mit anderen numerischen Verfahren gewonnen
wurden. Es wird bestétigt. dal ein einzelnes Atom Laserlicht mit ungewohnlich
geringem Intensitdtsrauschen erzeugen kann.

Veranschaulicht wird der Pumpoperator in Kapitel 4. Seine Eigenwerte kénnen
leicht mit Hilfe der Dampfungsbasis gefunden werden. Mit Hilfe des Eigenwert-
spektrums kénnen die beobachtete Verminderung des Intensititsrauschens und ih-
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re Bigenschaften erklirt werden. Die Fockdarstellung des Pumpoperators besitzt
cine besonders einfache anschauliche Bedeutung: die Matrixelemente sind effek-
tive Pumpraten zwischen den Zustiinden |unteres Laserniveau, m Photonen) und
| oberes Laserniveau, m' Photonen). Da wiihrend des Pumpvorgangs Photonen aus
dem Resonator entweichen, besteht eine Korrelation zwischen der Effektivitét der
Pumpe und dem Zustand des Resonatorfeldes. Das korrelierte Anregungsschema
enthilt die Korrekturen zum Wirmebadmodell der Pumpe und ist der Schliissel
zum Verstindnis der dynamischen Rauschverminderung. Der vorhandene Selbst-
regelungsmechanismus wird erhellt durch die analytische Berechnung einer Ver-
schmiilerung der Photonenverteilung in einem Scully-Lamb-Modell [101] mit einer
Riickkopplung.

Die Beschreibung der Pumpdynamik durch einen Pumpoperator kann auch im
allgemeinen Fall beliebig vieler am PumpprozeB beteiligter inkohérenter Segmente
erfolgen. Dies wird in Kapitel 5 fiir Pumpkaskaden demonstriert. Die Verstirkung
der Rauschverminderung in Vielniveausystemen mit der Anzahl der durchlaufenen
Pumpniveaus wird analysiert. In [92] wurde vermutet, daf} eine Regularisierung
des Pumpprozesses zu der Rauschverminderung fiithrt. Dieses Argument wird in
Abschnitt 5.2 kritisch untersucht. Obwohl im Grenzfall sehr vieler Pumpniveaus
die Anregung vom unteren in das obere Laserniveau mit einer wohlbestimmten
Zeitverzogerung verbunden ist, spielt diese Regularisierung fiir die statistischen
Eigenschaften des stationiren Zustands keine Rolle. Stattdessen wird als entschei-
dender Mechanismus die Dissipation wiihrend des Pumpvorgangs identifiziert. Die
exakten Rechnungen werden mit den Nitherungen einer Fokker-Planck-Rechnung
verglichen. Wenn die atomare und die Felddynamik vergleichbare Zeitskalen besit-
zen, ergeben die iiblichen Niherungen vollig falsche Ergebnisse.

Bei Kopplung eines kohirenten Pumpfeldes an eines der Laserniveaus kommt es
zu atomaren Kohiirenzeffekten wie dem dynamischen Starkeffekt oder Lasertitig-
keit ohne Besetzungsinversion, die in Kapitel 6 am Beispiel von Dreiniveaumo-
dellen mit A- und V-Konfiguration untersucht werden. Zum Vergleich werden die
semiklassischen Lasergleichungen fiir allgemeine resonante Dreiniveausysteme ana-
Iytisch gelést. Da im inversionslosen Laserbetrieb auf dem Laseriibergang wenige
Spontanemissionen auftreten, erdffnet sich ein weiterer Mechanismus zur Rausch-
verminderung, der fiir Modelle makroskopischer Laser in den letzten Jahren inten-
siv untersucht wurde [38, 94, 70, 95, 98]. Hier werden diese Untersuchungen auf
den Ein-Atom-Laser ausgedehnt und zum Vergleich ein Scully-Lamb-Modell mit
kohiirenter Pumpe im Detail analysiert.

In Kapitel 7 erfolgt die Anwendung der theoretischen Uberlegungen auf reale
Systeme. Die experimentelle Realisierung eines Tonenfallenlasers mit einem Erdal-
kali-Ton. das mit Hilfe einer Endkappenfalle in einem optischen Resonator hoher
Giite gehalten werden kann, wird in Abschnitt 7.5 vorgeschlagen. Eine detaillierte
Rechnung fiir ein Ca®-Schema mit acht Niveaus zeigt, daf ein einzelnes koharent
gepumptes lon in der Lage ist, Laserlicht zu erzeugen. Bei Variation der Pumpra-
te aus dem unteren Laserniveau kann eine Vielzahl von Phinomenen beobachtet
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werden: subpoissonsche Statistik, Lasertitigkeit ohne Besetzungsinversion, die For-
mation zweier Schwellen und die Selbstausléschung des Lasers.

Kapitel 8 fafit die Ergebnisse kurz zusammen und gibt einen Ausblick auf weite-
re Entwicklungen. In den Anhéngen werden zusétzliche Betrachtungen angestellt.
Die Fokker-Planck-Methode wird beschrieben und konsequent auf ein Dreiniveau-
atom angewendet; das Ergebnis einer analogen Rechnung fiir einen N-Niveau-
Laser wird mitgeteilt. Die Koordinatendarstellungen der Bewegungsgleichungen
im Dédmpfungsbasenformalismus werden fiir Zwei- und Dreiniveausysteme bereit-
gestellt. In Anhang C wird ein Zweimodenlaser fiir ein A-System im Rahmen des
Scully-Lamb-Zugangs behandelt. Bereits kleine Asymmetrien der atomaren Beset-
zungen und der Parameter der zwei Moden fiithren auf Grund des Modenwettbe-
werbs zu einer eindeutigen Bevorzugung einer Mode. Da in der Praxis im allge-
meinen stets kleine Asymmetrien vorhanden sind, rechtfertigt dies die Betrachtung
nur einer Lasermode in den Berechnungen zum Ionenfallenlaser.



Kapitel 2

Dampfungsbasen

Der Formalismus der Ddmpfungsbasen wird vorgestellt, veranschaulicht und verall-
gemeinert. Mit seiner Hilfe werden im ndchsten Kapitel die Bewegungsgleichungen
des Ein-Atom-Lasers ausgewertet.

2.1 Quantentheorie im Liouville-Raum

Die reinen Zustinde eines abgeschlossenen Quantensystems konnen durch Vek-
toren in einem Hilbert-Raum beschrieben werden, der von den Eigenvektoren
des zugehorigen Hamilton-Operators aufgespannt wird; die Dynamik des Systems
ist durch die Schrodinger-Gleichung vollstéindig bestimmt. Physikalische Systeme
kénnen allerdings héufig nicht als abgeschlossen angenommen werden, da sie in
Wechselwirkung mit ihrer Umgebung stehen. In derartigen offenen Systemen wird
im allgemeinen die Kopplung an ein Reservoir zum Auftreten von Dissipation
fithren und ein reiner Systemzustand in ein Zustandsgemisch iibergehen. Auch
bei den Systemen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, handelt es sich um dis-
sipative quantenmechanische Systeme. Daher soll kurz der fiir ihre Beschreibung
wichtige Formalismus der statistischen Operatoren in Erinnerung gerufen werden.

Der Zustand eines offenen Systems wird mit einem statistischen Operator (Dich-
teoperator) p identifiziert, der hermitesch, positiv und normiert ist:

pepl, p>0, Sp{p} = 1. (2.1)

Diese statistischen Zustandsoperatoren gehdren zum Banachraum der Spurklassen-
operatoren [107], welcher wiederum eine Teilmenge des Vektorraums der linearen
Operatoren ist, die auf dem Hilbert-Raum des Systems wirken. Dieser Vektorraum
wird Liouville-Raum genannt [14, 33]. Den reinen Zusténden [¢) des Hilbert-Raums
entsprechen die Projektoren p = [1)(1|, die durch die Beziehung p* = p ausge-
zeichnet sind.

Die Zeitentwicklung eines Quantensystems wird durch eine Mastergleichung
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(auch Liouville-Gleichung genannt)

0

=p=L 22
5P = Lp (2.2)
mit einem Liouville-Operator £ beschrieben. Fiir ein abgeschlossenes System re-
duziert sich diese Gleichung auf die von-Neumann-Gleichung, in der Lp durch den

Kommutator (—i/h)[H, p] gegeben ist.

Wenn die Eigenwerte sowie die rechten und linken Eigenvektoren des Liouville-
Operators bekannt sind,

Ly = A und AL = APy, (2.3)
die Eigenvektoren so normiert sind, daf} sie die Dualitétsrelation

Sp{Arpy} = dan (2.4)

erfiillen und sich ein beliebiger Dichteoperator p(0) nach den rechten Eigenvektoren
entwickeln 148¢,

p(0) = Zcup,\ mit ay = Sp{pp(0)}, (2.5)
A

dann ist die zeitliche Entwicklung des Systems aus dem Anfangszustand p(0) ana-
lytisch gegeben durch

p(t) = e“p(0) = Y " aneMp,. (2.6)
A

Die Gegeniiberstellung in Tabelle 2.1 zeigt die Analogien zwischen dem Kalkiil
der nichtunitiren Quantentheorie im Liouville-Raum und dem Formalismus der
unitdren Quantentheorie im Hilbert-Raum.

2.2 Déampfung eines Resonatorfeldes

Bevor in Kapitel 3 die Quantentheorie des Ein-Atom-Lasers entwickelt wird, soll
erst eines seiner Teilsysteme untersucht werden: die gedimpfte Resonatormode.

2.2.1 Rechtes und linkes Eigenwertproblem

Die Dampfung einer Resonatormode wird mit Hilfe des Vernichtungsoperators a
und des Erzeugungsoperators a' durch den Liouville-Operator Ly mit

A
Lep = 750/ -+ 1)(aiap + pata — 2apaT)

A
- Erz(aa*p + paal — Qafpa) (2.7)



2.2  Diampfung eines Resonatorfeldes

Tabelle 2.1. Analogien zwischen der unitéiren Quantentheorie im Hilbert-Raum und der
nichtunitiren Quantentheorie im Liouville-Raum

Hilbert-Raum

eines abgeschlossenen Systems

Liouville-Raum

eines offenen Systems

Systemzustand

reiner Zustand:
Zustandsvektor [)
dualer Zustandsvektor (/|

Zustandsgemisch:
statistischer Operator p
dualer Dichteoperator p

Dynamik

Hamilton-Operator H
Schrédinger-Gleichung:
d i
Z S = ——Hll
59 =~ HIW)

Liouville-Operator £
Liouville-Gleichung;:

d
P = &P

Zeitentwicklung

(1)) = e M (0))

p(t) = e“'p(0)

Eigenvektoren

Rechte und linke Eigenwertgleichung

H|'§Dn> = )\n{wn)
(| H = A (1n]
Orthonormalititsrelation:
<wn‘wm> = Onm

Epn — A71.@0?2
;E)nf' — /\n.bn
Dualitatsrelation:

SP {ﬁn Pm } - 5nm

Entwicklung nach Eigenvektoren

l¥) = chwjn)
= (Yult))

mit ¢,

pP= Zanpn

mit Gy = Sp{ﬁnp}

Observablen

Entwicklung

nach dyadischen Produkten:

O = Z onm‘d"n) (’t-j)m}

n,m

it O = (@Dnlo‘(pm)

nach linken Eigenvektoren:
0= Z &nﬁr:.

mit &, = Sp{Opn}

Erwartungswert

(|0

Sp{Op}














































































































































































































































