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Summary

In the beginning, a general systematic method is introduced, which allows a per-
turbation treatment of multi-level atoms saturated by electromagnetic fields. This
method is used to derive semiclassical density matrix equations for Hyper-Raman
and four-wave-mixing processes. These equations are applied to real experimental
situations with pulsed laser excitation of metal vapors. Small signal gain and cross
coupling of different frequency components of the Stokes field are discussed.

To describe the spontaneously initiated Stokes fields observed in the above-
mentioned experiments, a fully quantum-mechanical treatment of the atoms and
the radiation field is needed. Such a theory, including both the Raman and the
Hyper-Raman effect, constitutes the main part of this thesis. It is sufficient to
restrict the fully quantum mechanical calculation to the beginning of the Stokes
amplification process. Here the Stokes field still remains so small, that the resulting
equations become linear with respect to the Stokes field.

First the case of exactly resonant pump excitation is considered. The growth in
intensity and the development of the time dependent spectrum following a sudden
switch-on of the Stokes gain are calculated. The spectrum and the Stokes energy
distribution in the steady state is also obtained. Next the case of arbitrary pump
detuning is considered. An analytic expression for the steady state Stokes spectrum
is derived, which is compared with semiclassical results.

In the last part of the thesis the Stokes fields obtained for the high-field limit of
the linear regime are used as initial values for computer simulations in the nonlin-
ear region. The effect of the nonlinear processes on intensity, spectrum and energy
statistics of the Stokes light is investigated. Strong spikes are observed in the calcu-

lated Stokes fields. These results are also compared with semiclassical calculations.
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Zusammenfassung

Zunichst wird ein einfaches systematisches Verfahren vorgestellt, mit dem sich
die Dynamik atomarer Mehrniveausysteme unter der Einwirkung ein oder mehre-
rer optischer Felder auch im Bereich von Sittigungserscheinungen storungstheore-
tisch beschreiben 138t. Damit werden dann semiklassische Dichtematrixgleichungen
fiir Hyper-Raman-Effekt und Vierwellenmischung hergeleitet, die auch den Bereich
zweiphotonenresonanter Anregung korrekt erfassen. In diesem Zusammenhang wird
auch der Einfluf von Termen hoherer storungstheoretischer Ordnung diskutiert. Die
erhaltenen Gleichungen werden dann zur Beschreibung der Hyper-Raman-Streu-
strahlung herangezogen, wie man sie bei Laser-Pulsanregung von Metalldampfen
in realen experimentellen Anordnungen beobachten kann. Unter anderem wird
die Kleinsignalverstirkung eines klassischen monochromatischen Stokesfeldes be-
rechnet. Ferner wird gezeigt, wie diese Kleinsignalverstirkung im quasistationaren
Grenzfall durch den EinfluB eines bereits vorhandenen sittigenden Feldes gleicher
oder anderer Frequenz modifiziert wird. Fiir eine theoretische Simulation dieser
nichtlinearen Prozesse benotigt man — wie auch fiir die Frage nach Absolutwerten
der spektralen Leistungsdichte — die Kenntnis der Gewichte aller Frequenzkompo-
nenten des Stokesfeldes.

Fiir die spontan entstehenden Stokesfelder, mit denen man es bei den erwahnten
Experimenten zu tun hat, erfordert dies eine voll quantenmechanische Behandlung
von Atomen und Strahlungsfeld, die den Kern der vorliegenden Arbeit ausmacht. Da
sich die entsprechenden Gleichungen als dquivalent erweisen, umfafit die vorliegende
Behandlung sowohl den gewdhnlichen als auch den Hyper-Raman-Effekt. Dabei
geniigt es zunichst, sich auf den Beginn des Verstirkungsprozesses zu beschrin-
ken, in dem das Stokesfeld noch so klein ist, da die Gleichungen hinsichtlich des
Stokesfeldes linear sind.

Als erstes wird hier der Fall eines plotzlichen Einschaltens der Stokesverstar-
kung bei exakter Resonanz der Pumpstrahlung behandelt. Der Einfluf des dyna-
mischen Starkeffekts fiihrt dazu, daB der spontane Feldaufbau nicht mehr durch
modifizierte Besselfunktionen bestimmt ist, wie sie bei allen bisher untersuchten li-
near verstirkenden Systemen auftraten. Man bekommt es vielmehr mit einer neuen
Klasse von Funktionen zu tun, deren Eigenschaften untersucht werden. Physikalisch

suBern sich diese Eigenschaften beispielsweise in Oszillationen der Stokesintensitat,



die nach Beginn des Verstarkungsvorganges den ansonsten fast exponentiellen An-
stieg liberlagern. Das zeitabhingige Spektrum hat unmittelbar nach Beginn des
Verstarkungsprozesses Lorentzform, bildet aber spiter die typische Starkaufspal-
tung aus. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die in einer definierten Zeitspanne
insgesamt erzeugte Stokesenergie verbreitert sich nicht nur — wie in den bisher be-
kannten Fillen — durch Relaxationsprozesse, sondern auch durch Rabioszillationen
wahrend dieser Zeitspanne.

Im weiteren Verlauf der Arbeit gelingt es, das stationire Stokesspektrum bei
beliebiger Verstimmung der Pumpstrahlung durch eine analytische Formel auszu-
driicken. Man erhilt einen exponentiellen Anstieg fiir die spektrale Dichte, der mit
dem aus semiklassischen Rechnungen verglichen wird.

Im letzten Teil der Arbeit werden die fiir den oberen Teil des linearen Verstar-
kungsbereichs erhaltenen Stokesfelder als Startwerte fiir Computersimulationsrech-
nungen im nichtlinearen Bereich benutzt. Fir den stationaren Zustand wird auf
diese Weise der Einflu der nichtlinearen Prozesse auf Intensitit, Spektrum, Inten-
sitdts- und Energiestatistik des Stokeslichts untersucht. Insbesondere fillt dabei das
Auftreten hoher Spikes ins Auge. Die Ergebnisse werden mit vereinfachten Modellen
verglichen, die die koharente Wechselwirkung verschiedener Frequenzkomponenten
des Stokesfeldes vernachlassigen. Vergleichsweisegute ﬂbereinstimmung erhilt man
fiir die atomaren Dichtematrixelemente und die gesamte Stokesintensitit; fiir das
Spektrum ist die Ubereinstimmung sehr viel schlechter und die Spikes werden vom

vereinfachten Modell iiberhaupt nicht mehr erfafit.
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Einleitung

Die Entwicklung leistungsstarker abstimmbarer Laser hat es moglich gemacht,
optische Uberginge in Gasen und Metalldimpfen durch annihernd resonante Ein-
strahlung bis gur Sittigung anzuregen. Beim Raman-Effekt geht nun ein durch
einen Einphotoneniibergang, beim Hyper-Raman-Effekt ein durch einen Zweiphoto-
neniibergang angeregter Zustand unter Emission eines Stokesquants in einen dritten
Zustand iiber, der energetisch zwischen dem angeregten Zustand und dem Grundzu-
stand des Systems liegt. Wegen der damit verbundenen Frequenzumsetzung werden
derartige Prozesse als kohirente Strahlungsquelle fiir ansonsten schwer zugangliche
Spektralbereiche, vor allem im Infraroten, in Betracht gezogen. Von daher resultiert
ein lebhaftes Interesse vor allem an einem Verstindnis der spektralen Eigenschaf-
ten des Stokeslichtes. Der spektralen Bandbreite und der Durchstimmbarkeit der
erzeugten Strahlung kommt namlich bei der Beurteilung moglicher Anwendungen
eine entscheidende Rolle zu.

Ein etwas anders gelagertes Interesse gilt der Stokesstrahlung in ihrer Rolle
als Sondierungsinstrument fiir die Eigenschaften des angeregten Pumpiiberganges.
Eine ganze Reihe diesbeziiglicher Kenngrofen 128t sich iliber die Registrierung der
Stokesstrahlung messen. So zeigt das Stokeslicht beispielsweise die Wirkung der
durch den dynamischen Starkeffekt bedingten Niveauaufspaltung sehr viel direkter
an, als man sie aus Absorption oder Dispersion des Pumplichts entnehmen kdnnte.

Von einem anderen, stirker theoretisch orientierten Gesichtspunkt aus interes-
siert ein gepumptes Raman- oder Hyper-Raman-System, in das von aufien kein Sto-
keslicht eingestrahlt wird, als Beispiel fiir ein instabiles makroskopisches Quantensy-
stem. Das hier vorliegende Quantensystem verlifit nach einem durch mikroskopische
Fluktuationen bestimmten Start schlieBlich auf einer semiklassisch beschreibbaren
Trajektorie den Bereich kleiner Signale. Als Beispiele fiir derartige Situationen wa-
ren bisher Superfluoreszenz und nichtresonante Ramanstreuung bekannt. In beiden
Fillen wird der Feldaufbau im Bereich kleiner Signale durch modifizierte Bessel-
funktionen bestimmt. Es liegt nahe, auch den Fall angenihert resonanter Raman-
oder Hyper-Raman-Streuung zu untersuchen, was in der vorliegenden Arbeit eine

neuartige Charakteristik des Feldaufbaus aufzeigt.



Eine weitere interessante Fragestellung betrifft ferner die semiklassisch be-
schreibbare weitere Verstirkung eines in den Bereich der Sittigung angewachse-
nen Stokesfeldes. Man kann hoffen, daraus einiges iiber die Dynamik nichtlinearer
Feldausbreitung unter dem Einflu8 des dynamischen Starkeffekts zu lernen. Im
Fall nichtresonanter Ramanstreung, wo der Starkeffekt keine Rolle spielt, konnen
beispielsweise unter bestimmten Bedingungen Solitonen auftreten.

Da es eine mit der Theorie des gewShnlichen Raman-Effekts vergleichbare Theo-
rie des Hyper-Raman-Effekis in der bisherigen Literatur nicht gab, sind letzterem
die ersten drei Kapitel der vorliegenden Arbeit gewidmet. Wir beginnen im er-
sten Kapitel mit einer allgemeinen Methode, mit der auch der Hyper-Raman-Effekt
beschrieben werden kann. Im zweiten Kapitel werden mit dieser Methode die Glei-
chungen des Hyper-Raman-Effekts aufgestellt, im dritten folgen schlieBlich einige
zahlenmaBige Abschitzungen fiir konkrete experimentélle Anordnungen. Am Ende
dieser Betrachtungen erweisen sich die fiir Raman- und Hyper-Raman-Effekt erhal-
tenen Gleichungen als so weitgehend dquivalent, da die beiden Erscheinungen im
Rest der Arbeit gemeinsam weiter behandelt werden kdnnen.

Im vierten Kapitel wird fiir einen einfachen Spezialfall die nichtlineare Wechsel-
wirkung zwischen verschiedenen Frequenzkomponenten des Stokesfeldes unter dem
Einfluf des dynamischen Starkeffekts diskutiert.

Die Kapitel fiinf bis neun enthalten die voll quantenmechanische Theorie von
Raman- und Hyper-Raman-Effekt im Bereich kleiner Stokesfelder. Es werden sehr
allgemeine Formeln fiir beliebige Pump-Rabifrequenzen und Verstimmungen herge-
leitet. Dabei st68t man auf eine offenbar notwendige Einschrankung fiir die mogli-
chen Kombinationen von Phasenrelaxationskoeffizienten, die sich auch physikalisch
begriinden 138t. Als Spezialfille, in denen der EinfluB des dynamischen Starkef-
fekts gerade verschwindet, enthalten die hergeleiteten Formeln auch die bekannten
Situationen von Superfluoreszenz und nichtresonanter Ramanstreuung.

Die beiden letzten Kapitel beschreiben Computersimulationen fiir Raman- oder
Hyper-Raman-Effekt im Bereich intensiver, sittigender Stokesfelder. Die Ergebnisse

werden diskutiert und mit vereinfachten Modellrechnungen verglichen.



1. Die Wechselwirkung ein oder mehrerer klassischer optischer Felder

mit Mehrniveausystemen
1.1 Dichtematrixgleichungen und bisher bekannte Losungsansétse

Gegenstand dieses Kapitels ist die dynamische Entwicklung eines Mehrniveau-
systems — im folgenden ist oft von einem Atom die Rede, obwohl es ebensogut
ein Molekiil sein kann — unter der Einwirkung eines elektromagnetischen Feldes,
das p verschiedene optische Frequenzen enthdlt. Der transversal elektrische Anteil

dieses Feldes am Ort des Atoms wird in der Form angesetzt
p .
E(t) = E (et +c.c. (1.1)
=1

Die Koeffizienten &;(t) werden als zeitlich langsam gegen die optischen Frequenzen
vi,l=1,...p varilerend vorausgesetzt. Zur Vereinfachung der Notation beschrankt
man sich zunichst auf eine Polarisationsrichtung. Spater wird gezeigt, wie man die
Resultate gegebenenfalls verallgemeinern kann. Das ungestorte Mehrniveausystem
wird im folgenden durch den Hamiltonoperator H, reprasentiert, seine Wechselwir-

kung mit dem Strahlungsfeld durch
f[! = _ﬁ ’ E: (12)

wobei der Operator p das atomare Dipolmoment charakterisiert.! Bezeichnet man
mit g den Dichteoperator des Mehrniveausystems im Schrédingerbild, hat die Be-
wegungsgleichung die Form

dp

£ .2 T
E = —'ﬁ[Ho +HI,P]

Betrachtet man die Matrixelemente zwischen den durch Indizes 3,7 und k ge-
kennzeichneten Eigenzustinden des ungestdrten Hamiltonoperators und kiirzt mit
Wiy = [(ilffo Iz) — (j |f{01 J)] / h die in Frequenzen umgerechneten Energiedifferenzen

zwischen diesen Eigenzustinden ab, erhidlt man

L o i < " -
pi twijpi; = —¢ (E Gt + G-C-) E(Pik#k:‘ = MikPkj)- (1.3)
] k



Eine einfache Mdglichkeit zur Beriicksichtigung von Relaxationsprozessen besteht
in der Einfiihrung phinomenologischer Phasenrelaxationskoeffizienten ~;; fur die
nichtdiagonalen Dichtematrixelemente sowie phanomenologischer Ubergangswahr-
scheinlichkeiten vom Zustand 1 in den Zustand k, im folgenden mit w;; bezeichnet,
fiir die Diagonalelemente. Aus letzteren erhilt man fiir die gesamte Zerfallszeitkon-
stante der Bevdlkerung im Zustand 1 den Ausdruck v; = Zk: w;k. Die Dichtematrix-

gleichungen lauten nun
: ; e i i o " sl %
pii + (fwis + %) pi; = ~5 (Z e~ + G-C-) Z(Ps’k#k;‘ — WikPr;) fir 1 #j
i k

. . 5 ) - - -
pis + Vibis = ) PkkWki — T Ere™t + c.c. (Piktbres — ik Prs)-
k h\4 k

(1.4)

Ein Versuch, das volle Gleichungssystem direkt anschaulich zu erfassen, etwa mit
einem Blochvektormodell, oder mit numerischen Methoden in dieser Form in An-
griff zu nehmen, lohnt sich im allgemeinen nur bei der Untersuchung von Effekten,
bei denen nur wenige atomare Niveaus eine Rolle spielen und wo man dementspre-
chend den EinfluB der iibrigen vernachlissigen kann. Fiir Systeme mit nur zwei
maBgeblichen Zustinden kann hier auf ausfiihrliche Zusammenstellungen der wich-
tigsten Effekte verwiesen werden;® auch iiber Dreiniveausysteme gibt es eine Viel-
zahl von Arbeiten,%—8 fiir vier Niveaus soll hier eine Rechnung erwihnt werden.!!
Bei der Mehrzahl der genannten Arbeiten wurden noch zusitzliche Niherungen wie
die rotating-wave-approximation benutzt. Auf die speziellen Probleme im Zusam-
menhang mit Prozessen, die die Einbeziehung von Kontinuumszustinden erfordern,
soll in diesem Zusammenhang nicht weiter eingegangen werden.

In all den anderen Fillen, in denen eine Vielzahl von Zustinden zu den be-
obachtbaren Effekten beitrigt, ist ein direktes Angehen der Gleichungen (1.4) je-
doch zu kompliziert und verspricht wenig Einsicht in die Struktur der Losungen.
Brauchbare Ansitze, mit denen man die Fiille der Erscheinungen ordnen kann, sind
hier bisher nur fiir wenige spezielle Situationen entwickelt worden. Als Beispiel
sei die Berechnung linearer und nichtlinearer Suszeptibilititen auBerhalb des Be-
reichs von Resonanzen erwihnt. Hier hilft bereits eine einfache Storungstheorie,
wie sie dem Buch von Hanna et al.!2 im wesentlichen zugrundeliegt. Im folgen-

den Abschnitt 1.2 wird dariiber noch einiges gesagt werden. Ein anderes Beispiel



sind zweiphotonenresonante Uberginge in realen Atomen, soweit sie sich nicht auf
einphotonenresonante Zwischenzustinde stiitzen konnen. Durch geeignete unitare
Transformationen!3'4 konnte dieses Problem auf ein Differentialgleichungssystem
ihnlich den Blochgleichungen des Zweizustandssystems zuriickgefiihrt werden. Im
Prinzip sollte es nun mdglich sein, auch anders gelagerte Fille mit entsprechend
modifizierten theoretischen Konzepten anzugehen und einer Lésung zuzufiihren. So
haben Guzman et al.!® versucht, einen mit einem intensiven Laserfeld annihernd
resonanten Zweiphotoneniibergang zu analysieren, dessen oberer Zustand zugleich
durch ein schwicheres probe-Feld mit einem dritten Zustand gekoppelt ist. Hierzu
stellen sie die maBgeblichen Dichtematrixelemente als Summe verschiedener, ihnen
in diesem Zusammenhang wichtig erscheinender Frequenzkomponenten dar und be-
trachten die zwischen diesen Frequenzkomponenten resultierenden Beziehungen. Es
geht um den Hyper-Raman-Effekt, der uns spater vom zweiten Kapitel an eingehend
beschiftigen wird.

Allen genannten Methoden ist das Prinzip gemeinsam, daB man fiir jede in ei-
nem konkreten Fall interessierende Situation heuristisch nach einem passenden ma-
thematischen Ansatz zu suchen hat, der die physikalisch wesentlichen Elemente der
betreffenden Situation korrekt erfaBt. Im allgemeinen erweist es sich jedoch dabei
als sehr schwierig, diese Suche ohne eine intuitive Vorstellung von der Struktur der
am Ende erwarteten Gleichungen zu beginnen. Hinzu kommt ein weiteres Problem.
Damit der Umfang der Rechnung nicht zu sehr anschwillt, mu8 man einen Gro8teil
der zunichst auftretenden Terme bereits in einem sehr frithen Stadium der Analyse
vernachlissigen und 13uft dabei Gefahr, auch fiir das Endergebnis wichtige Beitrage
zu verlieren. Dies ist beispielsweise in der zuletzt genannten Arbeit!® passiert, wie
in Abschnitt 2.2 gezeigt werden soll.

Um diese Probleme zu iiberwinden, wird in den folgenden Abschnitten eine
einfach und universell anwendbare Methode entwickelt, die auch bei einer Viel-
zahl von atomaren Zustinden und beliebig vielen optischen Feldern eine korrekte
und zugleich konzeptionell iibersichtliche Beschreibung liefert. Vor der Anwen-
dung dieser Methode auf eine konkrete Situation hat man lediglich einige wenige
GroBenabschiatzungen vorzunehmen. Die sich dann anschlieBende eigentliche Rech-
nung in Gestalt einer symbolischen Einsetzungsprozedur verliuft dann derart linear
und schematisch, daf man sie leicht auf dem Computer durchfiihren kann. Da man

dabei ohne grofieren Aufwand alle entstehenden Terme bis zum Schluf verfolgen



kann, ist man sicher, daB man keinen wichtigen verliert. Auch hohere Ordnungen
der Stdrungstheorie werden so bequem zuginglich. Und wo bei den oben genann-
ten heuristischen Verfahren oft recht miihselig fiir jede neue Situation auch ein
neues Konzept fiir ihre Beschreibung gesucht werden mu8, fiir zweiphotonenreso-
nante Uberginge etwa das Konzept der Zweiphotonenkohirenz, springen einem hier
die entscheidenden Gréfien bei der Betrachtung der vom Computer erzeugten Glei-
chungen sofort ins Auge.

Im nichsten Abschnitt wird zunichst die vollstindig storungstheoretische Be-
handlung der Gleichungen (1.4) diskutiert. Dann wird gezeigt, wie der Versuch, die
dabei auftretenden Divergenzen zu vermeiden, gerade auf die von uns vorgeschla-
gene Losungsmethode fiihrt. Diese Methode wird dann in Abschnitt 1.3 und 1.4
eingehend erliutert. Im Kapitel 2 wird sie dann auf den oben bereits erwahnten
Hyper-Raman-Effekt angewandt, dessen Bewegungsgleichungen damit erstmals kor-
rekt aufgestellt werden. Auch die zweiphotonenresonante Vierwellenmischung wird
auf diese Weise behandelt.

1.2 Der vollstindig storungstheoretische Losungsansats und seine Pro-
blematik

Bei der iiblichen quantenmechanischen Methode zur Behandlung zeitabh@ngiger
Storungen!® geht man vom dem bei verschwindendem duBieren Feld eingenomme-
nen Grundzustand des Atoms, hier mit ]1} bezeichnet, als Ausgangszustand nullter
Ordnung aus

ﬁs’ 7

_J1 firs=3=1
10 gonst.

0. Naherung

Setzt man dies auf der rechten Seite des Gleichungssystems (1.4) ein und 16st nach

den auf der linken Seite stehenden p;; auf, erhalt man ﬁ;jl . Dies wird
1. Naherung

dann wieder rechts eingesetzt usw. und zuletzt alles aufsummiert. Diese Methode
liefert fiir p;; eine iiber die Ordnungen n = 0,1,2,3,--- zu summierende Reihe
n-facher Zeitintegrale, in deren Integranden das elektrische Feld in Form von Pro-
dukten aus insgesamt n Faktoren &(t) oder &*(t) zu verschiedenen Indices ! und

verschiedenen Zeiten ¢ vorkommt. Andert sich nun £&(¢) nur langsam gegeniiber allen



beteiligten Relaxationsraten «;; und wg;, kann man diese Produkte von Feldampli-
tuden aus den Zeitintegralen herausziehen. Man erhilt dann fiir p;;(¢) eine normale
Potenzreihe in &(t) und &*(1):

7 (s o] o0 P
Fig= 0= ) Yo ey e[[&"w&™®  @s)
=1

ni.np=1 mi..my=1 :zllnr?l,,

Mit v werden dabei Kombinationsfrequenzen aus den Frequenzen der anregenden
Felder

P
= Z(n; -my)y
=1

bezeichnet, wobei die Summation in (1.5) iiber alle nichtnegativen ganzen Zahlen
n,my, | = 1,...p lauft. ﬁf;f) sind die zur Frequenz v gehdrigen Komponenten
von p;;, die sich auch in der Form ﬁf-;f) = pgf) e~ ** mit zeitlich nur langsam va-
rilerenden Koeffizienten ps;) schreiben lassen. Die vollstindige Stérungsrechnung
der hier beschriebenen Art ist bislang im Bereich der Quantenoptik kaum benutzt
worden. Bisherige Ansitze in dieser Richtung!?:!7 richteten ihr Augenmerk meist
nur auf spezielle Terme der Entwicklung (1.5). Insbesondere ignorierten sie die
Fortpflanzung der in niedrigeren Ordnungen Stoérungstheorie auftretenden Beset-
zungszahlinderungen in die hoheren Ordnungen der Stérungsrechnung fiir die ver-
schiedenen Dichtematrixelemente g;;. Ein solches Vorgehen ist natiirlich nur dann
zulissig, wenn keine atomaren Resonanzen ins Spiel kommen. Wir wollen eine sol-
che Beschrinkung hier moglichst vermeiden, nehmen deshalb alle Terme mit und
sehen, was passiert.

Brauchbar ist die oben skizzierte vollstandige Storungsrechnung und insbe-
sondere auch die Entwicklung (1.5) offenbar nur dann, wenn die Beitrage zu der
sich fiir p;; ergebenden Summe mit wachsender Ordnung Storungstheorie gegen
Null gechen. Wie man aus den Gleichungen (1.3) oder (1.4) sieht, multiplizie-
ren sich im stationiren Fall die einzelnen Frequenzkomponenten pg-') bei jeder
storungstheoretischen Iteration mit einem Faktor der GréSenordnung (uéi/k)/(A—
i7). Dabei ist A = w;; — v die Verstimmung zwischen der jeweils betrachteten Fre-
quenzkomponente ﬁg) und der natiirlichen Frequenz w;; des Dichtematrixelements
pi;. Haben nun all diese Faktoren (oder deren geometrisches Mittel entlang der Ket-

ten von Dichtematrix-Frequenzkomponenten, iiber die sich die einzelnen Beitrage







































































































































































































































