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Abstract

In the present work we investigate the equation-of-state (EOS) of
highly compressed matter. This is done on the basis of quantum-
mechanical bandstructure calculations in the frame of the augment-
ed-spherical-wave (ASW) method. The intention is two fold: First we
want to compare with quantumstatistical calculations (improved
Thomas-Fermi model) which are expected to be valid asymptotically for
very high pressures and describe the '"smooth" part of the EOS, and
second to investigate the deviations from the monotoneous behaviour
arising from the atomic shell structure. Shell structure effects driven
by pressure ionisation (squeezing out of discret energy levels into the
continuum with increasing compression) have been predicted for a long

time.

A major result of this work is, that in the T=O pressure isotherms of
lithium and aluminium investigated here indeed such oscillations exist
and are clearly in comparison with Thomas-Fermi calculations. However,
it turns out that they are not due to pressure ionisation, but to the
relative shift of valence bands. Typically s electrons are redistributed
into bands with higher angular momentum. Pressure ionisation gives no
additional anomaly in the EOS; in contrast, the pressure contribution of
the core levels rises smoothly with increasing compression. This is an

important new result.

For lithium we find an extended flattening of the T=0O EOS at 10 Mbar
and 6 to 10 times compression. This new result is traced back to a 2s -

2p band reordering.

Above 30 Mbar, nearly quantitative coincidence of the ASW pressure re-
sults with the much simpler calculations in the quantum-statistical-model

(QsSM) is found.

On the basis of the Mie-Griineisen model in the Delye approximation we
also calculated pressure isotherms for lithium up to T=10eV. The pres-
sure anomaly of the T=0 isotherm leads to a strong density dependence
of the Griineisenparameter and - within the model - to a first order

phase transition at a temperature T 2 2eV and three to five fold com-



pression. It is predicted here for the first time. We show that the de-
tails of the calculated phase transition depend strongly on the as-
sumptions made for the Grilneisenparameter. It is of the same nature as
the isostructural phase transition which has been seen in cesium at P =
42kbar and T = 0.023 eV. We also calculated the Hugoniot adiabate for
lithium. As a consequence of the phase transition it shows a drastic kink
between 5 and 10 Mbar. Shock wave experiments in that pressure re-

gime can be done with existing high power lasers.

We also present in this work results for aluminium and helium. The T=0
EOS for aluminium shows a pressure anomaly at p/po ~ §=15 and P =~
200-300 Mbar. The decomposition of the total pressure into partial pres-
sures, which is one of the attractive possibilities in the ASW-method,
shows, that the anomaly arises from a 3s 3p - 3d bandcrossing, but
that it seems not to be caused by pressure ionisation of the L-shell.
This was assumed in the literature up to now. We also calculated the
pressure isotherms up to T = 12.5 eV. They show good agreement with
the T=O APW calculation from McMahan and Ross and the SESAME-EOS.
Above P ~ 300 Mbar the T=O isotherm almost coincides with the QSM
results. For the example of aluminium, we also discuss the limits of
the ASW-method used in this work.

As the only nonmetal we investigated helium. It is shown that for
P s 100 Mbar QSM and ASW give comparable results. This is the
pressure region beyond the point, where 1s and 2p bands merge

and lead to metallisation of helium.
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l. Einleitung

Hochleistungslaser und andere neue Methoden zur Erzeugung hoher
lokaler Energiedichte bieten heute die Moéglichkeit, Materie unter sehr
hohen Drucken bis p = 109 bar und dardber zu untersuchen. Fur
Kernfusion unter TragheitseinschluB muB durch sphirische Implosion
vo1n2 Fusionskligelchen ein zentraler Druck von der GréBRenordnung
10

Laboratorium nur dynamisch, d.h. sehr kurzfristig, moglich (z.B. mit

bar erreicht werden. Die Erzeugung solch hoher Drucke ist im

StoBwellen). Statisch (z.B. mit Diamantstempeln) erreicht man heute

Drucke von 1-2 Mbar.

Gegenstand dieser Arbeit sind Zustandsgleichungen hochkomprimierter
und relativ kalter Materie. Stationdr liegt dieser Materiezustand auch in
Planeten und ausgebrannten Sternen (weiBe Zwerge) vor. Typisch dafir
sind die allmahliche Auflésung der atomaren Schalenstruktur durch
Druckionisation und das entartete Elektronengas, das wesentlich den
Druck bestimmt. Die Materie beginnt, in diesen Zustand Uberzugehen,
sobald der duBere Druck in den Bereich der inneratomaren Druckeinheit
f% ~ 294 Mbar kommt (aB =f12/me2 Bohr'scher Radius). Jupiter, der
groBBte Planet unseres Sonnensystems, hat im Zentrum einen Druck von
ungefahr 300 Mbar (zum Vergleich: Erdzentrum 3,5 Mbar). Kalte Sterne
mit einer Masse groBer als die Jupitermasse werden Zundchst weil3e
Zwerge, in denen der Gravitationsdruck durch den Druck der entar-
teten Elektronen balanciert wird. Die Rechnungen, die in der vor-
liegenden Arbeit fir Lithium, Aluminium und Helium durchgefihrt

werden, sind auch in diesem Zusammenhang von Interesse.

Zur Beschreibung des Vielelektronensystems benutzen wir den Dichte-
funktional-Formalismus (DF). Er basiert auf dem grundlegenden
Theorem von Hohenberg und Kohn [1]. Dieses besagt, fir Temperatur
T = 0, daB ein universelles Funktional der lokalen Elektronendichte,
F[n], so existiert, daB die Grundzustandsenergie E = [v(F)n(F)dF+F[n]
bei der richtigen dem &uBeren Potential v(7) entsprechenden Grundzu-
standsdichte minimal wird. Fur den allgemeinen Fall bei endlicher Tem-
peratur T gilt dieses Theorem flur das groBkanonische Potential
Q=E - T+S - p*N mit der Entropie S, dem chem. Potential y und der

Teilchenzahl N. Das Problem besteht in der expliziten Bestimmung des



Funktionals F[n], das die kinetische Energie K[n] enthilt, und der

lokalen Elektronendichte n(r).

In dieser Arbeit vergleichen wir quantenmechanische Bandstruktur-
rechnungen [2] mit quasiklassischen Thomas-Fermi-Rechnungen [3].
Beide Beschreibungen folgen aus dem Dichtefunktionalformalismus. Der
Unterschied liegt in der Bestimmung der kinetischen Energie. In
quasiklassischer Ndherung schreibt man

T 2/ 2 v 2
E%]=jd?ﬂn %(35%)3*% z:, < V»:)*}

explizit als Funktion wvon der lokalen Dichte. Vernachlassigung des

zweiten Terms in der Gleichung flhrt zum Thomas-Fermi-(TF)-Modell
[4]. Der zweite Term berlcksichtigt nicht-lokale Effekte als erstes
Korrekturglied in einer Entwicklung nach Ableitungen von n. Diese
Gradientenkorrektur wurde mit o = 1 zuerst von Weizsacker angegeben
[5]; die systematische Entwicklung wurde von Kirzhnits ausgearbeitet.
Berticksichtigung des Gradiententerms in der kinetischen Energie und
zusatzlich von Austauschkorrekturen in der potentiellen Energie flhrt
zum Thomas-Fermi-Kirzhnits (TFK)-Modell [6] und, bei selbstkonsi-
stenter Behandlung, zum sog. guantenstatistischen Modell (QS™M) [7].
Diese N&herungen, die unter dem Begriff "statistisches Modell" zu-
sammengefalt werden, benutzen wir in dieser Arbeit im Vergleich mit

quantenmechanischen Rechnungen.

Der volle quantenmechanische Ausdruck fur die kin. Energie
. N _ 2 —_) &
K[n] = (o7 [dE ZEH ¥ (2 ENEE V)Y E)

basiert auf der Kenntnis der Elektron-Wellenfunktion $(r,E). Diese muR
durch LOsung des Bandstrukturproblems bestimmt werden. Die Zustands-
dichte Z(E) ist in Abb. 1 skizziert. Die glatten Kurven geben die Zu-
standsdichte im statistischen Modell wieder (gestrichelt: Fermi Gas;
durchgezogen: Thomas-Fermi). Die stark strukturierte dick eingezeich-
nete Kurve zeigt die Zustandsdichte, wie man sie aus einer Bandstruk-
turf"echnung erhadlt. Im Potentialtopf bei stark negativer Energie erhilt
man diskrete Energieniveaus. Mit zunehmender Energie verbreitern sie
sich und bilden die Zustandsdichte der Valenzbander. Mit zunehmender
Kompression wandern sie zu hoherer Energie. Den Druck bestimmt der

Teil der Energiedichte, in dem die Elektronen Aufenthaltswahrschein-
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lichkeit am Atomrand haben. Im statistischen Modell sind dies alle
Elektronen mit positiver Energie. Quantenmechanisch kénnen wegen des
Tunneleffekts auch Elektronen negativer Energie beitragen. Der Uber-
gang der Niveaus von negativer zu positiver Energie wird (zumindest im
statistischen Modell) haufig als Druckionisation bezeichnet. Eine Frage,
mit der wir uns in dieser Arbeit befassen, ist, ob sich die Druckioni-
sation einzelner Niveaus als Druckanomalie ausdruickt. Kirzhnits et al.
[8] erhalten aus einer einfachen Beschreibung einen Phaseniibergang
1.ter Ordnung jedesmal, wenn ein Energieniveau druckionisiert wird.
Zink [9] findet, daB die Elektronen einer Schale sprunghaft zum Druck
beitragen, sobald ihre Energie positiv wird. Wie wir sehen werden,
beschreibt keine der beiden Vorstellungen das quantenmechanische

Ergebnis richtig.

In Festkorperrechnungen erfordert das Losen der quantenmechanischen
Gleichungen einen enormen Rechenaufwand. Haufig benltzte Methoden
sind hier das Augmented-Plane-Wave (APW; [10}) Verfahren, die Greens-
funktionsmethode wvon Korringa, Kohn, Rostocker (KKR; [11]) und
neuerdings die Linear-Combination-of-Gaussian-Type-Orbitals (LCGTO;
[12]) Methode. Diese Verfahren sind sehr exakt aber auch sehr kom-
plex. Mitte der siebziger Jahre konnten jedoch erhebliche Fortschritte
erzielt werden. Es wurde gezeigt, daB man durch einen linearisierten
Ansatz - ein ganzes Energieband wird durch eine Wellenfunktion und
deren Energieableitung beschrieben - eine Reduzierung der Rechenzeit
um- ein bis zwei GroBenordnungen erreicht, ohne viel an Genauigkeit
einzubliBen. Die Rechnungen werden auch transparenter, da die
Linearisierung eine scharfe Trenhung von inner - und interatomarer
Rechnung erlaubt. Daruber hinaus wird eine Aufschlisselung der
Valenzladung und des Druckes nach Drehimpulsen moglich. Dies bietet
erweiterte Moéglichkeiten der Interpretation der Rechenergebnisse. Die
wichtigsten linearisierten Verfahren sind unter den Bezeichnungen
LMTO - (linear-combination-of-muffin-tin-orbitals; [13]), LAPW -
(linearised-augmented-plane-wave; [13]) und ASW -(augmented-

sph'erical—wave; [2]) Methode bekannt.

In dieser Arbeit wird das ASW-Verfahren benutzt. Es wird unseres
Wissens im Rahmen der vorliegenden Arbeit zum erstenmal zur Berech-
nung von Hochdruck-Zustandsgleichungen herangezogen. Dabei ist ein

Ziel dieser Arbeit, mit Hilfe der Drehimpulsaufschlisselung ein besseres



Verstandnis der elektronischen Struktur eines Festkdrpers beim druck-
induzierten Ubergang zu Fermigasverhalten zu gewinnen. Hierbei hilft
ein Vergleich mit dem Fermigas, fur das wir im ersten Kapitel auch eine

Drehimpulsentwicklung vornehmen.

Durch den EinfluB des Coulombpotentials werden im Atom oder Fest-
korper unter normalen Bedingungen niedrige Drehimpulse energetisch
beglnstigt und viel stdrker besetzt als im Fermigas. Bei druckindu-
zierter Kompression verschieben sich die Energieniveaus relativ zu-
einander. Die damit verbundenen Umordnungen der Elektronen von
niedrigem zu hdéherem Drehimpuls haben Auswirkungen auf makrosko-
pische Eigenschaften der Materie. In dieser Arbeit werden wir an
Beispielen den EinfluB der Umbesetzung auf die Zustandsgleichung
untersuchen. Die allgemeine Tendenz der Elemente fihrt dabei zu
metallischem Verhalten bei sehr hohen Drucken durch das Uber‘lappen
der Bander. Es kann jedoch, zumindest zwischenzeitlich, auch das
Gegenteil eintreten. Zeldovich et al. und Albers, Mc Mahan [14] sagen
fir das Metall Nickel einen Ubergang in den nicht-metallischen Zustand
bei p = 340 Mbar vorher. Der hohe Druck bewirkt eine Entflechtung der
4s, 3d-Bander und dadurch kommt die magische Zahl Z = 28 (Nickel)
- zum Tragen. Eine Ubersicht lber die méglichen Effekte findet man bei
McMahan [15].

In der vorliegenden Arbeit werden wir Rechnungen fir Lithium, Helium
und Aluminium durchflihren. FUr Aluminium wurde ein #hnlicher Ver-
gleich zwischen statistischen Modellrechnungen und quantenmechanischer
APW-Rechnung (McMahan) auch.von More durchgefihrt [16]. Fur
Lithium und Aluminium werden wir unsere Ergebnisse auch mit den
SESAME-Daten [17] vergleichen. SESAME ist die Kurzbezeichnung fiir
eine Datenbibliothek von Zustandsgleichungen. Sie sind in Tabellenform
erhdltlich und werden in hydrodynamischen Simulationsrechnungen oft
benutzt. Da die zugrundeliegenden physikalischen Annahmen nicht in
Einzelheiten bekannt sind und die Qualitdt der Tabellen nicht gesichert
ist, hat dieser Vergleich praktische Bedeutung. Dies ist eine der

Ausgangsmotivationen unserer Arbeit.

FGr Lithium wund Aluminium werden wir auch temperaturabhingige

Rechnungen durchflihren und mit experimentellen Werten vergleichen.
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Um den Anteil der Gitterionen 2zur Zustandsgleichung zu berechnen,
werden wir die Mie-Grineisen Zustandsgleichung in Debye-Ndherung
benutzen [18]. Fir Lithium ergibt sich in dieser Ndherung ein Phasen-
ubergang 1.ter Ordnung fur T 2 2 eV. Wir werden die Auswirkungen
auf die Hugoniotkurve diskutieren, die sich auch experimentell

nachprifen lassen sollten.
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. Statistisches Modell

1.7 Allgemeiner Uberblick

Eine einfache Beschreibung des Zustandes der Materie erhdlt man in den
extremen Bereichen von Druck und Temperatur. Im dinnen aber heiBen
Plasma dominiert die thermische, kinetische Energie der Elektronen, die
Atome gehorchen nahezu den idealen Gasgesetzen ([19]}. Der Ber‘eiczh ist
2&91/"91-
gibt ein MaB des Verhdltnisses von thermischer zu Coulombenergie. (Z

durch einen kleinen Plasmaparameter (I' << 1) gekennzeichnet. ' =

gibt die Kernladung, kBT die thermische Energie und R den dem Atom-
volumen entsprechenden Kugelradius). Wird der mittlere Abstand der
Atome vergleichbar oder kleiner als der Radius des freien Atoms, so
spricht man von einem hochverdichteten Plasma [20]. Im stark kom-
primierten Bereich (I’ >> 1) werden Temperatureffekte vernachlassigbar,
das Verhalten der Materie ist durch die Entartung bestimmt. In diesem
Bereich kleiner Dichteoszillationen 1dB8t sich die kinetische Energie durch
Annahme einer statistischen Elektronenverteilung beschreiben. Dies
liefert die Grundlage, der in diesem Kapitel behandelten Naherungen.
Dabei beschranken wir uns auf die elektronische Komponente. Der

ionische Anteil wird in Kap. |V besprochen.

Ausgehend vom idealen Fermigas werden entsprechende Weiterent-
wicklungen  (Thomas-Fermi-Atom [4], Kirzhnits-Korrekturen (61,
Quanten-statistisches Modell [7], Schaleneffekte [8], [9]) und deren
Anwendung zur Berechnung von Druck und Energie besprochen. Den
gemeinsamen Rahmen, aus dem die Ndherungen entwickelt werden, bildet
der Dichtefunktionaiformalismus [1],[21]. Die erhaltenen Ergebnisse

werden am Beispiel des Aluminium miteinander verglichen.

11.2 ldeales Fermigas

Beschrankt man sich auf den Bereich extremer Kompression, so werden
potentielle Energieterme gegentiiber den kinetischen vollstandig vernach-
lassigbar. Wir geben im Folgenden eine Ableitung der Zustands-

gleichungen des idealen Fermigases, wobei eine Aufschllisselung nach
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Drehimpulsen berlicksichtigt wird, wie wir sie im spateren Zusammen-
hang als Vergleichsméglichkeit zu den ASW-Resultaten bendtigen. Die
hohe Kkinetische Energie erlaubt den Elektronen, sich ungebunden zu
bewegen. l|hre Energiezustinde werden nicht durch verbotene Bander
eingeschrankt. Im statistischen Mittel ist damit eine Gleichverteilung
Uber samtliche Atome und innerhalb der Atome eine konstante Elektro-
nendichte Uber das Volumen gegeben. Zur Beschreibung des Zustandes
des gesamten Korpers genligt die Reduktion auf die Beschreibung des
Zustandes einer Atomzelle. Eine solche Zelle sei als aus einem Kern und
der umgebenden Wolke wvon Z Elektronen bestehend definiert. Ihr
Volumen bestimmt sich aus der makroskopischen Dichte (Atomvolumen =
Atommasse / Dichte). Dieses Volumen kann man sich als Kugel mit
Radius R = (3 V/4 Tt)1/3, der sog. Wigner-Seitz Kugel, denken [22].
Innerhalb einer solchen Atomzelle reduziert sich die Schrédinger-
gleichung zu:

- 2z 1

7—”: &WRC’F‘? = £,y (¥) v

Der Laplaceoperator ist, wie Ublich, mit A abgekirzt, das Planck'sche

Wirkungsquant wird mit ft und die Elektronenmasse mit m bezeichnet.

Die erlaubten k-Werte werden durch die periodischen Randbedingungen

1.2
festgelegt und bestimmen die Energieeigenwerte Ek = 2’:’ . Die re-

guldaren Ldsungen von (1) lauten:

N CR e  RCORANCo ®

Dabei kennzeichnet jQ (x) die spharische Besselfunktion und Y2m (r)
das zugeordnete Legendrepolynom in der Konvention' von [23]. Mit 2m
sind die Drehimpulsquantenzahlen charakterisiert und * steht flir die

Winkelkoordinaten. Das Atomvolumen ist mit V abgekiirzt.

Unter Ausnutzung der Vollstandigkeit der Legendrepolynome,

2

A

bre 2 [ Y, (#)]" = 20+4

schreibt man die partielle, Drehimpuls- und k-abhangige Ladungsdichte

als

%LL ) = L(\/TEZ 2 | H‘Q:‘M(#)/z =L,Lm3 <2L*4)()L2(1<*)

eaq)
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Der Faktor ergibt sich beim Ubergang vom diskreten zum kontinu-

_
43
ierlichen Spektrum - alle k-Werte sind zugelassen -, wie es beim freien
Elektronengas vorliegt [24]. Wechselt man vom Impuls fik zur Energie E

als unabhangige Variable,

so lassen sich Zustandsdichten formulieren:

N, (E.7) - <2:“3; Je eyt 3

Summiert man mittels der Relation
oo
2
> (ZU/])JL(LW) =
L=0

in Gleichung (3) Uber alle Drehimpulse und integriert bis zur Fermi-
energie EF’ so erhalt man die radiale Ladungsdichte:
Er 3
So -— — - !
(dES N (EFVAE = —X_ - const, (4)
o L=o

5

Die partielle Energiedichte ergibt sich, wenn man Gleichung (3) Uuber

das Atomvolumen integriert:

Z (E)=V ‘2‘”” E 2 (20 MR- oy (KR)ju, R 5)

Eine weitere Integration von Gleichung (5) Uber alle besetzten Zustinde
liefert die Anzahl der Elektronen mit bestimmtem Drehimpuls, die sog.

partiellen Ladungen:

kR
QL= %C?-L*'/’) Ixza,x[l}f(x) - J'L-A(X) ()'L*'A CX)J (6)
0

Der maximale Impuls P bzw. k_ = P /ﬁ und die zugehorige Fermi-

z = °F
energie EF = %‘:ﬁ wiederum sind durch die Gesamtzahl der Elektronen
pro Atom festgelegt.

Z =Z‘?L=§'7Z<L‘FR) (7)

L=0
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T T T T T T T |
10 Ideales Fermigas d o
5 i
0

0

Abb. 2:

Partielle Ladungen des freien Elektronengases bis Z = 40 und £ = 6.

Hohe Drehimpulskomponenten werden schon bei kleinem Z besetzt.
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In Abb. 2 sind die partiellen Ladungen bis Z = 40 und £ = 6 aufge-
listet. Man beachte, daB schon bei kleinem Z Entwicklungsterme mit

groBBem Drehimpuls beitragen.

Ebenso lassen sich die mit dem Radius skalierenden hoheren Momente
angeben: ‘
kR :
() £ 2 ¢
=20 1+4) L f 2042 Ty : : _e
My =) 5 o o [ 6=, 09 den (] (Zag ) (8)
o}

S

Der Bohr'sche Atomradius ist mit a eingefihrt. Energie und

7
"me; B
Druck berechnen sich damit zu:

Z e 2,3 23 4 el
= M = == o 2 p
£ 4‘3—; L 5 (Q IT. ) = 2“8 (2
und
__dE 2 Bz B 2
P o~ (37) (7) 2 ag (10)

. o8 & 2 2/3
Berlicksichtigt man im nicht vollstdndig entarteten Fall ( ?:C 3ztn)
éL«BT) die Temperaturabhangigkeit, so sind samtliche Dichten mit der

- Fermiverteilung
HE-p T) = | explle-p0/16T] + 4} (1)
zu wichten.

Dabei bezeichnet kB die Boltzmannkonstante und uy das chem. Potential,
welches im Limes T > 0 mit der Fermienergie identisch ist. Es laBt sich
wieder aus der Elektronenzahl Z gemiR Gleichung (7) bestimmen. Die
Energieintegrale erstrecken sich nun Uber das ganze Spektrum und
lassen sich nicht mehr analytisch auswerten. Den Druck berechnet man
am einfachsten uUber den Virialsatz 3PV = 2E.

g 3

Damit lauten die zu lésenden Gleichungen

n = -% IA/,_ <o‘> (12)
P - % g T Ly (o) (13)

m

3
VFL‘BT I3/z<0<) (13)
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Es bezeichnen

n= Z /v die Elektronendichte
A= % 2z die therm. De-Broglie Wellenlange
%L(BT ’
AA
o= = den Entartungsgrad
8
o<
T.()= 2 y* oy .
shet )= — - o das Fermi-Dirac Integral.
$ o €& * /’

Der qualitative Verlauf des Fermi-Dirac Integrals mit den asympotisch
gultigen Entwicklungen ist in Abb. 3 wiedergegeben. (Entwicklungs-
terme hoherer Ordnung sowie tabellierte Werte im Zwischenbereich
-4 <a<10 findet man z.B. in [25]. Im Anhang sind analytische
Interpolationsformeln fir s =-1/2, 1/2, 3/2 angegeben.)

A Is(a)

aS»'l
TSN

__/ ;a
Abb. 3:
Fermi-Dirac Funktion s.ter Ordnung. Fir o < 0, bzw. a > 0 lassen sich

analytische Entwicklungen angeben, deren flihrende Terme eingezeichnet

sind.

N

Mit Hilfe von (12) und (13) errechnet man noch Uber das GroBka-

nonische Potential Q@ die freie Energie
I}/L(O(B

F:“N“'ﬂ?u\/m— \/= 7’)\/1( T(O{
s { P 3 L, () (15)
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Abb. 4:

Thermische Zustandsgleichung des wechselwirkungsfreien Fermigases fir
Z = 13. Fiir hohe Temperaturen und kleine Dichten gehen die Kurven in
die des idealen Gases uber, flr grofle Dichten und niedrige Temperaturen

geben sie den Entartungsdruck des kalten Fermigases.
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(eVIr ]

Abb. 5:

Kalorische Zustandsgleichung des wechselwirkungsfreien Fermigases flr
Z = 13 mit idealem Bereich und Entartungsbereich. Aufgetragen ist die
Energie pro Atom als Funktion der Dichte.



- 19 «

Abb. 4 zeigt die nach Gleichung (13) berechnete thermische Zustands-

gleichung, Abb. 5 die kalorische Zustandsgleichung (14) fiur Z = 13

berechnet. Aus Gleichung (12) entnimmt man in Verbindung mit Abb. 3,

daB im Bereich hoher Temperatur und niedriger Dichte a << 0, bzw. im

Bereich hoher Dichte und niedriger Temperatur o >> 0 gilt. In den

Abb. 4 und 5 zeigt sich dies im idealen Gasverhalten (a << 0; zi (3rr273/3
(3253

/1«'57_ << 1) und im idealen Fermigasverhalten (a >> O;?;;:T_» 1).

Skaliert man

Volumen (v ~ 2-1),
Temperatur (T ~ 24/3),
Druck (P ~ 210/3) und
Energie (E ~ Z7/3),

so erhdlt man aus den Gleichungen (12) - (14) von Z unabhangige
Formeln. Hat man die Zustandsgleichungen fur ein Element berechnet,
so kann man sie mit obigen Skalierungsrelationen auf andere Elemente

Ubertragen.

I1.3 Thomas - Fermi - Modell

Das ideale Gas beschreibt den Grenzfall sehr hoher Kompression. Im
weniger dichten Bereich muB man noch die Druck- und Energie-ernie-
drigende Wirkung des Coulombpotentials berlcksichtigen. Dadurch wird
die radiale Dichteverteilung beeinfluBt und kann nicht mehr als iber die
ganze Atomzelle konstant angenommen werden. Jedoch unter der Vor-
aussetzung Kkleiner Inhomogenitdten bzw. Oszillationen lassen sich die

Relationen des vorigen Abschnittes als lokal glltig benutzen; also

MRS TEACICY

und flr den kinetischen Anteil zur freien Energie

Fo = § ot () b T () = Dl )
Iﬂ/,_'\o(L“())

bzw. fir T =0

und
‘#IL
2

2/,
(d2 () (3 n(x)
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Diese Nd@herung wurde zuerst von Thomas und Fermi, deren Namen sie
tragt [4], eingeflihrt. Nach dem oben Gesagten ist sie dann berechtigt,
wenn sich die De-Broglie Wellenliange )\F(r) = 1/kF(r) als nur schwach

vom Ort abhangig erweist.

Flir das groflkanonische Potential Q = E - T - S - uN erhdlt man damit

2
- o V Y c) Iy’ / [ 7~ =
e =§ ZY n(xd+s *ﬁ"; LT R d R —L_.-u«fﬁ(v)vY

I~

Mermin [21] zeigte, daB Q ein eindeutiges Funktional der Elektronendichte
ist. Die korrekte, den Zustand mit der Temperatur T beschreibende

Dichte minimiert diesen Ausdruck:

A - ot F /
= d 6 { 262 z 2[ 7)(“() OJ é 9 "o . -
j ~ %<Y> - /"ir"[ éfn(Y) (:,(Aj

Unter Ausnutzung von

§n(v) = 55 Ly (« () S ()

und
i, Cx () = Ly («(~))
hat man
S 1 o L oa(r) T
3n(¥)

und damit

ok(*r) = —&-————L%Y)
31

Das gesamte Coloumbpotential wurde in

Q
!

-332 2 'Y)(T’) i
V)= = ¢ 5=,

zusammengefaRlt.

Seine Berechnung erfolgt, wie Ublich, Uber die Poissongleichung

= \/(*ﬂ
AV() = -4r 5 I, (F55-)
Die auf r = 0 konzentrierte Kernladungsdichte n (r) Z58(r), die hier
nicht in der Poissongleichung berlcksichtigt wurde, geht Uuber die

innere Randbedingung an das Potential in die Gleichungen ein:

Limn (""VG*D = -Zéa

v =>0
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Die zweite Bedingung ergibt sich aus der Forderung der stetigen
Differenzierbarkeit des Potentials am Rand
G{\/(Y)[
dv IR
Meist normiert man noch die Energien auf den Potentialwert am Rand,

d.i. V(R) =0, wie in Abb. 6 dargestellt ist.

= O

Vi(r)
4 V(R)=0
V'(R)=0

Abb. 6:
Thomas-Fermi-Potential. Fur r » 0 geht es in das reine Kernpotential

(iber. Am Atomrand bei R gilt V'(R) = 0. Die Normierung V(R) =0

ist willktrlich.

Das chemische Potential py, bzw. dessen T = 0 Aquivalent EF’ bestimmt
man aus der Ladungserhaltung:
)
Z ={ m() d¥ (16)
\//ﬂt‘:om
Es ist sinnvoll, zu dimensionslosen GréBen fiur Radius und Potential
Uberzugehen:
T ¢ d 0’5( et "
[P, SR =28 (L —————) (17)
d - 2 2ag kgT
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und

6o - vir)
= alr) = #z«ar

Die Poissongleichung reduziert sich damit zur verallgemeinerten Thomas-
Fermi-Gleichung [26]:

¢'(x) = 4/1 (qiﬂ) (18)

mit den Randbedingungen
‘2.

$(0) = = umd % ¢'(x) = 9 (x)

Der dimensionslose Atomradius ist mit Xy bezeichnet. Da im Grenzfall
kleiner Temperaturen die Divergenz im Argument der Fermi-Dirac-
Funktion Schwierigkeiten bereitet, ist deren Entwicklung in (18) ein-

zusetzen. Dies fuhrt auf folgende Gleichung und Randbedingungen

[27]:
/" ¢() BTY :
O == [ (25 ]

'y

(19)

¢(0) =4 und o O(%) = (%)

mit den Definitionen:

A
Y = % y b " (" Tt) ‘/3
() 4: x5
2 o / g 2te”

Der Randwert ist mit Yo T R/b bezeichnet. Die Ldsungen sind aus-
fihrlich in [26] diskutiert, ein Vergleich der Entwicklung flir niedrige
Temperaturen mit den vollen T-abhangigen Gleichungen ist in [28]
durchgefiihrt. Zur Bestimmung von Druck und Energie -hat man (18)
bzw. (19) unter der Nebenbedingung (16) zu Iésen. Die Ergebnisse muB

man in die folgenden Formeln einsetzen:
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2 2h Xo (20)

E =K+ E;wt ” (21)
3 7 2 kp(x) N
K = IVBT (e(o> iC‘Lx X I3/1 (—X /

I - PO+ @) &)
EPOQ zl(gr LF(O) !,dxxl[ X B [;ST' ] I”/a.(fLX—)

Die Energieterme sind in potentiellen (Epot) und kinetischen (K) Anteil

aufgegliedert. Das Analog im Grenzfall niedriger Temperatur lautet:

J) V572 2
- o (B2 156 (M)

Yo
1 1 N3273 & / 4 sho | ol h —
K= 3() 27 £ [- 90y £y 6700y 74 (aTY [y oy ]

2

o244/ 2 W 7@ 4 ey
=5 (5 x) 2 & = {909~ 'j'p' @ (v.)

IRY

2 yo Sla
L 7—) Y A by Ply)
& (s o[dyw(y)[y o vl

Auf die Ableitung weiterer thermodynamischer GroéBen wird hier ver-
zichtet. Man findet sie z.B. in [29]. Wie man sich leicht anhand der
Gleichungen Uberzeugt, gehorchen die Losungen denselben Skalierungs-

relationen wie das freie Elektronengas:

v ~ 1/Z,
T 23,

Z7/3
10/3

K, Epot

P ~

Es ist also wiederum nur notwendig, die Ldsungen fir ein bestimmtes

Element zu suchen.

In Abb. 7 und Abb. 8 sind die nach obigen Gleichungen berechneten

Zustandsdiagramme fir Aluminium (Z = 13) aufgetragen. Im Vergleich zu
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Abb. 7:

Thermische Zustandsgleichung im Thomas-Fermi-Modell fir Z = 13
(Aluminium). Fir hohe Temperaturen und kleine Dichte zeigt sie ideales-
Gas-Verhalten, bzw. flir groe Dichte und kleine Temperatureh ideales
Fermigas-Verhalten. Im Zwischenbereich kommt das Coulombpotential zum
Tragen, das flr eine deutliche Druckabsenkung gegeniiber dem freien
Elektronengas sorgt. Der Druck nimmt von p = 0 flr das kalte freie

Atom monoton mit der Dichte zu.
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Abb. 8:

Kalorische Zustandsgleichung im Thomas-Fermi-Modell fir Z = 13. Das
TF-Modell erlaubt fir T = 0 kein Energieminimum. Fir T > 0 nimmt die
Energie mit wachsender Dichte zunachst wegen der Verringerung der
pot. Energie ab, bevor bei starker Kompression die Entartung zu einem

Anwachsen der Gesamtenergie fuhrt.
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denen des freien Elektronengases erkennt man die druckmindernde
Wirkung des attraktiven Potentials. Die T = 0 Isothermen haben aller-
dings immer noch monotonen Charakter und erlauben keinen stabilen

Zustand bei endlicher Dichte.

Um das Entstehen stabiler Festkérper erkldren zu koénnen, bedarf es
der Berlcksichtigung quantenmechanischer Austauschkrafte. Diese und
weitere Verbesserungen am statistischen Atommodell werden in den

folgenden Abschnitten beschrieben.

I1.4 Austausch- und Inhomogenitatskorrekturen

Das statistische Modell besticht durch seine Einfachheit im Vergleich zur
Komplexitat quantenmechanischer Beschreibungen. Die Skalierungs-
relationen erlauben eine erhebliche Reduzierung des Rechenaufwandes.
Der Anwendungsbereich ist auf Grund der benutzten N3herungen
allerdings auf das stark komprimierte Gebiet eingeschrankt. Er 3Bt sich
durch geeignete Korrekturen oder verbesserte Naherungen zu kleineren

Dichten hin ausweiten. Dabei werden zwei Linien verfolgt:

Einerseits liegt das Bestreben, Verbesserungen in selbstkonsistenter
Weise zu berlcksichtigen, und andererseits, die Anderungen durch
Korrekturterme hoherer Ordnung aus einer Stérungsentwicklung abzu-

leiten, zu Grunde.

Dirac [30] errechnete durch die Berlicksichtigung des Austauschpoten-
tials zwischen den Elektronen einen stabilen Zustand der Materie bei
endlicher Dichte. Dieses Modell, das allgemein mit Thomas-Fermi-Dirac
(TFD) Modell bezeichnet wird, beschreibt also die Realitit in einem
wesentlichen Punkt genauer.

Da die Austauschenergie, wie noch gezeigt wird, zu 25/3 proportional
ist, 1aBt sich die Skalierungseigenschaft der Losungen nicht mehr
aufrecht erhalten. Die Verallgemeinerung dieser selbstkonsistenten
Theorie auf endliche Temperaturen fuhrt auch zu numerisch aufwendi-
gen Integrationen [31]. Kompaneets und Pavlovskii zeigten durch

Ableitung aus den quantenmechanischen Hartree-Fock-Gleichungen, daR
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Korrekturen, welche sich aus der Nichtlokalitdt der Dichte-Impuls
beziehung, oder genauer aus dem Unterschied von klassischer
Poissonklammer und guantenmechanischer Vertauschungsrelation
ergeben, von gleicher GroéBenordnung wie die Austauschkorrekturen

sind und schlugen eine approximative Behandlung derselben vor [32].

Die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion und somit die Ladungsdichte werden

nach Potenzen des Entwicklungsparameters [d't”(vl entwickelt [6].

Man erhdlt mit x = r/d:

. dne()
d o)

Mit no(r‘) ist die Dichte in der Thomas-Fermi-Ndherung bezeichnet,

[ Pen(x)* 0y, ()] # §70 () + G (1)

2 ("r\) = m,(~)

mit &po(x) das gemaR (17) skalierte Potential. Die entsprechenden
linearisierten Austauschkorrekturen werden mit LFex(x) uhd (Snex(r'), die
sog. Quanten- oder Nichtlokalitdtskorrekturen mit gPQu(x) und 6nQu(r)

bezeichnet, wobei:

1.2
A mmiekl ( fo(x

ey () 5 W Lo

und
/
§m. (v)=24 m ekl tetlal [Z () //(f,,(X) (%(X}_ (fo(x))lI“' Q.,CX\
QA 12 1%‘1 X ) x <* Ay

Die Fermi-Diracintegrale sind wie oben definiert. I|hre Ableitungen

gelten bezlglich des Arguments X%, wobei fir s 2z 0 gilt:

by - T A
IS‘\“)— -I-f \ox )/

-4

Die Korrekturen zum Potential, cpex(x) und g{)Qu(x), erhdlt man durch

entsprechende Linearisierung der Poissongleichung aus

G L (Ee 0 = | (L, (B22] @

und
o(x 4 v X e
({’x()>%u(,<)=67%%{2 2 (x )I (%< )

‘f’at (x)- IA:L(
. x(io'_@ . Y (&\}

X ,./L

mit den Randbedingungen

Lpex(o) = y Xo L108,/*1 (x,,) = (-Pex(XO)
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und:

Bl0) =0, e (x) = gy ()

Man muB also zuerst das Thomas-Fermi Potential ﬁoo(x) gemall Gleichung
(18) berechnen. Damit lassen sich (23) und (24) mit Methoden, wie sie

z.B. in [33] beschrieben sind, ldsen.

Ebenso wie Dichte und Potential wird auch der Ausdruck fir den Hydro-

statischen Druck entwickelt:
dP. | <
P = Po +W(q&¥ +L€Qu>* gax
o

Der Index o kennzeichnet wie oben die TF-GrofRen. Bei der Korrektur
fGr den Austausch mufB3 man berlcksichtigen, daf3 die Potentialkorrektur
nicht nur durch eine Anderung der Dichte erzeugt wird, sondern das
Austauschpotential noch explizit zum Druck f{ @,, , beitragt. Man erhalt
[34] |

) (%)
§ P - ‘PauCX) = "}:3' kg T (ﬁ"o‘° ) e )5: (25)
und
IS
5P€>‘ = (Ka\/ + gpg:

f&«\
2, T{ 1, (24 L mrhwm =

Die Berechnung der Energiekor“rektur‘ fihrt auf ein divergentes

Volumenintegral. Der Grund hierflr liegt in der singuldaren Elektronen-
dichte, wie sie das Thomas-Fermi Modell am Ursprung berechnet. Diese
Singularitat ist jedoch auf die Umgebung nahe dem Kern lokalisiert.
Dort fiihren Druck oder Temperatureinwirkungen kaum zu Veran-
derungen in der Struktur. Berechnet man die Differenz der Energien
des gleichen Atoms unter verschiedenen &duBeren Bedingungen, so ist

diese endlich. Kalitkin folgend erhalt man [35]:

T)/o[xx I, (%Cx))

{L(592) 3R [ 2} - )

— ko T d Zag
CKEQL. = ZlgT ¢ (0) ¢ e \/a5>

(27)

“Af
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fur die Quantenkorrektur zur Energie und

JEQK =Z L<3TLf)e’,(o) 6': <a8> Q /2 s, T) c{xx

(3
LR N (28)
16 JIL, (M edy + 4 T, (402)]6 7 {2eatel texeo_ -1 ()

fur den Austauschbeitrag.

Die Konstante C(Z) wird aus der Energie des freien kalten Atoms, die

man zu Null festsetzt, bestimmt.
N , §lz2
C(z) =7l3‘42_39664 - Z eV [/ Atom

Da im Thomas-Fermi-Bild die Temperatur ~ 24/3 ist, skalieren, wie aus

Gleichung (23) und (24) ersichtlich wird, die Potentialkorrekturen

2-2/3. Einsetzen in die Druck- und Energiebeziehungen (27) und (28)

8/3

zeigt fur den Druck eine Korrektur proportional zu Z und fur die

5/3. Die bei selbstkonsistenter Behandlung der

Energie proportional zu Z
Austauschkorrektur aufgegebene Skalierungseigenschaft bleibt also
durch die approximative Behandlung der Korrekturen erhalten.

Tabellen, der skalierten GréBen sind in [33] und [36] angegeben.

Fir die T = 0 Isotherme kann man wie im Kap. [l.3 durch Entwicklung
der Fermi-Dirac Integrale die entsprechenden Gleichurigen erhalten.
Tabellierte Ergebnisse findet man in [35]. Durch die quadratische
Temperaturabhangigkeit der Ergebnisse des TF-Atoms, zumindest flr
kleine Werte, liegt es jedoch nahe, diese auch flr die Korrekturen
anzunehmen. Aus der Kenntnis zweier T abhangiger Werte, wie sie z.B.
einer der oben erwdhnten Tabellen entnommen werden konnen, a8t sich
somit die T = 0 Isotherme konstruieren. Ein Vergleich der so bestimmten
Werte mit den Lésungen aus [35] zeigt gute Uber‘einstimmung in den
Bereichen, in denen die Modelle als gultig angenommen werden kdnnen
[37].

In Abb. 9 und Abb. 10 sind die Zustandsgleichungen im TFK-Modell fur

Aluminium aufgetragen.
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Abb. 9:

Thermische Zustandsgleichung im TFK-Modell (Austausch- und Inhomo-
genititskorrekturen) fir Z = 13. Die drucksenkende Wirkung der Kor-

rekturen sorgt flr einen stabilen Materiezustand bei endlicher Dichte.
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Abb. 10:
Energie pro Atom im TFK-Modell fir Z = 13 (kalorische Zustands-

gleichung). Fir T = 0 hat die Energie ihr Minimum bei Py = 2,35 g/’cm3.
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1.5 Quantenstatistisches Modell (QSM)

11.5.1 Ableitung aus dem Dichtefunktional der Energie

Die bisher beschriebenen N&herungen erlauben eine kompakte und
schnelle Bestimmung der thermodynamischen GroBen. Dem stehen
allerdings einige Nachteile entgegen. So errechnet man mit obigen
Methoden flur das freie Atom einen unendlichen Radius. Die Dichte fallt
~ 74-3- und nicht wie sich quantenmechanisch ergibt, exponentiell ab. Im
Zentrum handelt man sich mit der Annahme, hier wirke das reine
Kernpotential (v ~ 1/r) eine Inkonsistenz ein, da ja die TF-Elektronen-
dichte dort wie » ~ :—3/2 divergiert. In diesem Bereich eines steilen
Potentialgradienten bricht die dem TF-Modell zugrundeliegende quasi-
klassische Annahme der langsamen radialen Veranderlichkeit des
Potentials('£=l%j’5-!<<4) zusammen. Auch durch das approximative
Hinzufligen der Korrekturterme fir Austausch und eben diese steilen
Gradienten kann die Divergenz nicht verhindert werden. Eine befrie-
digende Uberwindung dieser Probleme erreicht man erst durch die
selbstkonsistente Behandlung der Korrekturterme. Dieser Weg wurde
zuerst von Kalitkin und Kuzmina vorgeschlagen [7]. Spatere Autoren
[16], [38] demonstrierten die systematische Entwicklung aus dem
Dichtefunktional der Gesamtenergie [1], [39], wie wir sie auch hier
verfolgen. Durch die selbstkonsistente Einbeziehung der Korrekturterme
geht allerdings die nutzliche Skalierungseigenschaft der approximativen
Ndherungen verloren. Da zudem die Gleichungen und deren LGsung sehr
aufwendig werden [40], beschranken wir uns im weiteren auf das kalte
Atom. (Die Diskrepanz zum TFK-Modell geht im wesentlichen in die
mikroskopischen GrofRen wie die Dichte am Ursprung ein. Die thermo-
dynamischen GroBen wie Druck und Energie erfahren keine so starken
Anderungen. FiUr T # 0 geben die Zustandsgleichungen nach dem
TFK-Modell vergleichbare Ergebnisse [16]. Es erscheint daher ange-

messen, diese fir endliche Temperaturen heranzuziehen).

Den Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberlegungen bildet das Energie-

funktional in Abhangigkeit von der Dichte:

Eln] =K [n]+ £ [P0 o gt - 2 [2802 £, [] (29)
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Das Funktional K[n] beinhaltet nach Definition nur die kinetische
Energie des freien, nicht wechselwirkenden Elektronengases. Die beiden
folgenden Terme geben die Coulomb-Wechselwirkungsenergie der Elek-
tronen untereinander sowie der Elektronen mit dem Kern. Im letzten
noch undefinierten Term Exc[n] werden alle noch nicht berutcksichtig-
ten Energieanteile als sog. Austausch- und Korrelationsenergie zusam-
mengefaBt. Gleichung (29) kann man auch als Definitionsgleichung fir
Exc[n] ansehen. Wie von Hohenberg und Kohn gezeigt wurde [1], be-
schreibt diejenige Elektronen-Dichte den Grundzustand des wechselwir-

kenden Vielteilchensystems, welche die Energie minimiert:

————igi“}‘ - 0. (30)
. \r

Die kinetische Energie 1aBt sich exakt angeben:

o -4 iy
Kln] = o %fd*% (%) A%(ﬂ

Eine Dichteabhangigkeit ist hier nur implizit Uber die Wellenfunktion

gegeben. Die im Rahmen der statistischen Theorie benutzte Naherung

expliziert diese Abhangigkeit gemidR dem TF-Modell:

Kn] = [kin] 4%
mit
kln] =l [n] =2 R (3 n_z)l/i ’r)(ﬂﬁ'/s

im

(31)

Vernachlassigt man in (29) alle Korrelationseffekte, berlicksichtigt die

Austauschenergie in der Form von Ref. [30]
_ . _3eZ . 4/3 #/3 .
Eve[m] =E . [n]=25Gr) fﬂ(v) dF (32)

und minimiert nach der Vorschrift (30), so erhdlt man die TFD-
Gleichung. Eine Bedingung fur die Glultigkeit der quasiklassischen
Beziehung (31) ist die langsame radiale Veranderlichkeit der Dichte. Wie

oben schon bemerkt wurde, ist diese nahe dem Kern verletzt.
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Schon sehr frih versuchte von Weizsacker [5] eine Verbesserung von
(31) durch Hinzufliigen eines die Inhomogenititen beschreibenden
Gradiententermes,

4 (V’w)
b [n] =

e
L 2m "

zu erreichen.

Durch Ableitung der TF-Gleichungen aus den HF-Gleichungen konnte
ein Term dieser Art, allerdings um den Faktor 9 kleiner, als fihrender
Term einer Entwicklung nach § bestatigt werden [32], [41]. Diese
sogenannte Kirzhnitskorrektur wurde flr beliebige Temperaturen bereits

in Kap. |1.4 besprochen.

Eine allgemeinere Herleitung zeigt, daB die fiihrenden Entwicklungsterme

von der Form

kIn] = kolm] + g ) (Tn) + ..

sind [1]. Die hier noch unbestimmte Funktion gz(n) 1aBt sich innerhalb
einer Linear-Response-Theorie errechnen. So ergibt sich im Grenzfall
langer Wellenlangen die oben erwahnte Kirzhnitskorrektur und im ent-
gegengesetzten kurzwelligen Limes der volle Weizsdckerterm [42]. Eine
ausfiihrlichere Analyse [16] zeigt, daB die Umgebung nahe des Atom-
kerns besser durch die Weizsdckerkorrektur, die GroBen am Atomrand
eher durch die Kirzhnitskorrektur beschrieben werden. (In einer
neueren Arbeit wird eine Naherung vorgeschlagen, die zwischen den
beiden Grenzféllen interpoliert [43].) Durch Einfihrung des Gradien-

tenparameters o lassen sich beide Falle in einem Ausdruck darstellen:

A

2m )

9, (n) = %

. : A ..
wobei o zwischen ? und 1 variiert.

Setzt man die Gleichungen ineinander ein und minimiert die Energie
bzgl. der Dichte (Gleichung (30)), so ergibt sich die Grundgleichung

des quantenstatistischen Modells:

2 o "
V) st B P £ () - w A ] G
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mit
\2&1 N . ~) &
V('Y) = —= 2 ef H_(_ dz" + Sxe lj.""]
und
x(_[’y"‘v = é\gk(‘}nj’
% . Sn(r)

Das chemische Potential p erhdlt man bei Berlicksichtigung der

Neutralitat einer Atomzelle aus:

Z=fn=ds .
\/A-éom
Fir gentigend grofle Radien 138t sich (33) analytisch 16sen. Dichte und

Potential werden vernachlassigbar. Die Gleichung reduziert sich zu

ad % [(’:T)i' z :”J] zi:

Man verifiziert leicht folgende Losung:

n(+) = comst €

¥ OO,

Sie liefert die korrekte Beschreibung des Dichteabfalls. Fir r » 0 kann
man unter der Annahme einer endlichen Elektronendichte eine Taylor-

entwicklung vornehmen:

wlr) = nlo) - rm'(0) + —t ='(0)

r—0

Einsetzen in (33) und Vergleich der divergenten Terme ergibt:

d [ »@ | 2z (35)

o+ I.¢=o - fag

Die Annahme einer endlichen Elektronendichte am Kern ist also inner-

Terme erhalt man aus (33):
/3

n'(@ 2 {(a )’* kN

halb der Theorie konsistent. Durch Zusammenfassen der verbleibenden
< =7 ~

M(0) - 8 ;

Auch die Krimmung bleibt am Ursprung regular. Mit o = 0 reproduziert

man wieder die Singularitdaten im TF-Modell. Sie werden durch die Ein-
beziehung des Austausches (TFD) nicht beeinfluBt, sondern erst die
Gradiententerme wirken dem starken Dichteanstieg entgegen und ver-

hindern die Singularitat. Zur Losung von (33) bedarf es noch der



= 36 =

Randbedingungen. Die eine ergibt sich aus der Forderung nach der
endlichen Dichte bei r = 0, namlich Gleichung (35). Die Forderung nach
stetiger Differenzierbarkeit der Dichte am Rand ergibt die zweite
Bedingung:

dn()|

dr |, " Y

R

Hat man aus Gleichung (33) die korrekte Dichte erhalten, so erhilt man
durch Einsetzen in (29) die Energie. Zur Berechnung des Druckes kann

man entweder den Virialsatz heranziehen (siehe Kap. 1V) oder mit

P R
folgt:
x 2/3 £ 2 ; 2 ) 43
P=? zﬁrm (3m*) " %(R) - 3 zi, »'(R) - Z%UTCZ) m (R)™ (38)

Der Reihe nach beschreiben die Terme den kinetischen, Gradienten- und

Austausch-Beitrag der Elektronen zum Druck.

11.5.2 Numerische Losung der QSM-Gleichung

Um Bedingung (35) zu erflllen, muB die Dichte vom Zentrum aus ex-
ponentiell abnehmen, wobei, von Z und ¢ abhingig, der Gradient sehr
unterschiedlich sein kann. Um diesem Verhalten gerecht zu werden,
bietet sich die Transformation
P w(~r)
Mm(~>) = 2: €
an. Mit ihr 188t sich (33) in folgende Gleichung Uberfiihren (in

atomaren Einheiten):

’ lr x& ~ 2/ 4 (Y)
¢ =50 (W) B R -+ 3] @D
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Zur Behandlung von (37) wurde das nach der Mehrzielmethode [44]
arbeitende Programm BOUNDSOL [45] benutzt. Entscheidend fur die
Konvergenz ist die Anfangsdichte, die flir den 1.ten Iterationsschritt

vorgegeben wird.

Um diese zu erhalten, wurde die Dichte linearisiert:
¥ Y.
n(r) =m, (L1 + gﬂn(*/j

wobei no(r) die aus der TF-Gleichung (19) errechnete Dichte

beschreibt.

Die Korrekturgleichung lautet damit:

§n'lr) =2 Alr) &4(?)—3%[% BYsm()=Tolr) + 5 (+)=0  (38)

mit
(s ~Z N 5 P(x
A(fv)= (D(Q j(*r)- Al
b Q(xi / r
3 12 2
‘=3G’_’£i/'2AL'_Q_/“\__+_”__3" 4.7"4&34. = A
Iv Aéz d) 7_ \ - -+ ,_rq ‘,’Js L ‘D‘—,r o e /
) ; 2 AN
=i {2 (£ - A LA 2 A
>~ 2z |22 V& T 28 +B % 78/
Wie in Kap. I1.4 beschreiben b den skalierten Radius und ¢(x) die

Lésung der TF-Gleichung. Die Randbedingungen ergeben sich aus der
Neutralitdtsforderung zu:
R
gm'(R) =0 und b [ o () Emx)dr =0
o

Mit der nach (38) und (37) errechneten Dichte wird in einem "inneren
Iterationsloop'" das Potential zur Selbstkonsistenz gebracht. Ist dies
erreicht, so wird die Neutralitdt der Zelle Uber (34) gepriift. Im ersten
Iterationsschritt werden die Gleichungen dabei zur Fermienergie des

TF-Atoms gelést. Flr die nachste lteration liefert eine Linearisierung

von (34)

y =4

R
Ia ~
:géu. = -? <‘§Z {o(’r 4‘{26’}**‘:6"\‘/(7)) CiYJ‘
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Input: Z,p
i

Lose TF-Gleichung

o"(x)= 032 (x) /{x

l

Lose linearisierte
Gleichung fiir On

»

L

bestimme V(n)
|

berechne neues n
aus QSM-Gleichung

n
selbst kon-
sistent

nein

bestimme
neues
berechne p,E
Abb. 11:

Strukturierung des Rechenablaufs zur Bestimmung der Zustands-

gleichung im QSM.
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Abb. 12:
T = 0 Druckisotherme des statistischen Modells im Vergleich: — — — —
wechselwirkungsfreies Elektronengas (Fermigas), —— Elektronengas
im Coulombfeld der Kerne (TF), ——— mit Austausch- und Inhomo-
genititskorrekturen stérungstheoretisch (TFK),——— mit Austausch-

und Inhomogenititskorrekturen selbstkonsistent (QSM).
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Fir jede weitere lIteration wird der neue Wert mit dem Newtonverfahren

bestimmt.
In Abb. 11 ist der Rechenablauf in einem Diagrammschema dargestellt.

In der folgenden Abbildung Abb. 12 ist die T = 0-Druckisotherme fiir

die behandelten Modelle am Beispiel Al gezeichnet.

11.6 Schalenkorrekturen

Im statistischen Modell ist eine langsam veranderiiche, kontinuierliche
Elektronenverteilung angenommen. Inhomogenititen werden durch die
Gradientenentwicklung von Dichte und kinetischer Energie berlck-

sichtigt. Wellenmechanische Lésungen, deren kinetische Energie durch

Kimi==2 T [d= ¢ (&) A W)

Zm .

gegeben ist, erlauben dagegen einen oszillierenden Dichteanteil

= o2 a0 : A4 _/a "
Myec(T) ~ Yt.ﬂ‘C—;-G(w) mit Y () ~ ¢

Im klassissischen Ubergang £ > 0 ist dieser Term nicht analytisch. Will

man den oszillierenden Anteil im statistischen Modell berucksichtigen, so

erreicht man dies nicht mit einer systematischen Entwicklung nach

§ [46].

Zwel mogliche Ansatze, die die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsbe-
dingung benutzen, aber zu qualitativ kontraren Aussagen flhren,

werden im folgenden diskutiert.

Einen direkten Zugang erlaubt die Berechnung der freien Energie wie
von Kirzhnits et al. [8] vorgeschliagen wurde. Schwankungen in der

Dichte wirken wie folgt auf die freie Energie:

Mo Mo
F:-osc, - g C{P‘ §d$ MNoce (q-‘> s ‘S)o d/" NOK(("L) (39)

Komprimiert man eine Atomzelle, so verbreitern sich die diskreten

Energieniveaus unter dem EinfluB der Elektronen der Nachbaratome



allmahlich, bevor sie aus dem Potentialtopf herausgedriickt werden
(Abb. 13). Die Teilchenzahl

= _ 4 —
/\/O_,C = 2L %Zt <2L+4) EPER S‘ Ff-,.-(*) d¥

kann Uber die Bohr-Sommerfeld Quantisierungsbedingung errechnet
werden. Durch Differentiation der Energie erhilt man aus (39) die
Korrektur zum Druck.

40/3 . : _0/3 o )

Flir den Bereich hoher Kompression ( ag < P<Z Py
2

erhalt
Kirzhnits die in Abb. 14 skizzierte Zustandsgleichung. Der Ubergang
eines Energieniveaus von negativer zu positiver Energie wird als
Phasenubergang interpretiert. Er setzt ein, sobald die Oberkante des
schon verbreiterten Energieniveaus den Potentialrand Ubersteigt und
endet, wenn die Unterkante pos. Energie erreicht. Die mittlere Dichte,

bei welcher der Phasenlibergang stattfindet, ist dabei durch

= (2e \ (40)

T M

gegeben. Hier bezeichnet n die Hauptquantenzahl| der den Phasenilber-

gang derade verursachenden Schale.

Der Druck betragt

A0 2 -
_[A56Y 2oz 5 4t L 33 53
P,h ~( E'n) ~ = 7m (J‘ / e . (41)

Es sei betont, daB obige Formeln unter sehr einschriankenden Be-
dingungen abgeleitet wurden und deshalb mehr qualitativen Charakter
haben. Im Vergleich zu quantenmechanischen Rechnungen liefern sie,

wie wir noch zeigen, auch unsinnige Ergebnisse.

Einen mehr pragmatischen Zugang, der auch zu quantitativen Aussagen

fliihrt, liefert folgende Uberlegung [9]:

Der Quellterm der Poissongleichung wird in einen Anteil flr die Dichte
der freien Elektronen und einen flr die gebundenen Elektronen

aufgeteilt.
= 3
AV(+) = -4 e | hgu-,(—r) + ’hl‘pvu(v)]
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Abb. 13:
Inneratomares Potential unter Kompression. Bei negativer Energie sind
die diskreten Energieniveaus eingezeichnet. Der schraffierte Bereich
zeigt ein verbreitertes Energieband, das gerade ins Kontinuum zu pos.
Energie gedriickt wird. Die Bandunterkante ist mit f, die Fermienergie

mit y bezeichnet. R benennt den Atomradius.

log(P) 4

Po I

n+l

—» log (p)

Abb. 14:
Schaleneffekte in der Zustandsgleichung nach Kirzhnits et al. (sche-

matisch). Die gestrichelte Kurve zeigt den glatten Verlauf des Ent-
artungsdruckes. Berlcksichtigung der Druckionisation fihrt zur
durchgezogenen Kurve. Diese weist jedesmal, wenn eine Schale ins
Kontinuum gedriickt wird '(Dichte p_; n = Hauptquantenzahl) einen
Phaseniibergang 1.ter Ordnung beim Druck Pn auf .
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Die freie Ladungsdichte berechnet sich wie in Il1.3 nach dem TF-Modell.
Um den Anteil der gebundenen Elektronen zu erhalten, werden Uber die
Bohr-Sommerfeld Quantisierungsbedingungen Energieniveaus berechnet
und gemdl der Fermistatistik aufgefllit. In Diskrepanz zu der von
Kirzhnits et al. [8] vorgeschlagenen Methode erlaubt dieses Modell keine
Phasenubergange. Elektronen negativer Energie werden in diskreten
Energieniveaus berlcksichtigt. Das Aufspalten zu Bandern ist hier
ausgeschlossen. Dadurch tragen sie bei Kompression sprunghart zum

Druck bei, sobald das Kontinuum erreicht wird.

Lee und Thorsos [47] verfeinerten das Modell dahingehend, daB sie
einmal die gebundenen Zustdnde Uber die Dirac-Gleichung genauer be-
rdcksichtigten und zum anderen durch Einbeziehung von Resonanzzu-
standen den Elektronen positi\}er Energie einen allmahlichen Ubergang
ins Kontinuum erlauben. In Abb. 15, die Ref. [47] entnommen ist, wira
der Effekt deutlich.

P
(Mbar]l

102

10

|
0.1 1 10
plg/cm3)

Abb. 15:
Berechnete Schaleneffekte in der Zustandsgleichung von Eisen bei
T =7,7 eV nach Zink [9]. Die gestrichelte Kurve zeigt den glatten Ver-
lauf des TF-Druckes. Berucksichtigung der Druckionisation fihrt zur
strichpunktierten Kurve; zusatzliche Berlcksichtigung von Resonanz-

zustanden fuhrt zur durchgezogenen Kurve.
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I1.7 Gultigkeitsbereich

Bedingung fir die Glltigkeit des quasiklassischen Grenzibergangs ist
die langsame Veranderlichkeit der De-Broglie-Wellenlange (ber eine

charakteristische Lange L, die es abzuschatzen gilt. Definiert man den
FEAN
o | Ke o
der quantenmechanischen GréBen nach £.

Parameter £ mit §=! , SO entspricht dies einer Entwickliung

Durch Einsetzen in (19) verifiziert man leicht fir T = 0 die asymp-

totische Losung

. My
d)(x) X —> o0 x3

Damit ergibt sich £ zu £ = r/aB. Im Limes r > 0 dominiert das reine

Coloumbpotential, und damit

L

Zusammenfassen der beiden Ergebnisse liefert:

22 < o << Qy fur § << 1. (42)
=

Die Bedingung ist im Zentrum des Atoms und am Rand verletzt. In
beiden Fallen fuhrt dies zu den schon angefuhrten unphysikalischen
Beschreibungen, namlich der singuldren Dichte im Kern und dem nicht

exponentiellen Dichteabfall am Rand.

Eine grobe Abschatzung fur das Aufbrechen der innersten Schale liefert
den Bereich, in dem Schalenstruktureinflisse auf die Zustandsgleichung
zu erwarten sind. Es sind sicher alle Elektronen im Kontinuum, wenn
das dem Atom zur Verfligung stehende Volumen kleiner als das Volumen

der innersten Bahn mit Radius aB/Z ist. Hieraus erhalt man sofort

3
pige £ & ,
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M. Quantenmechanische Beschreibung

. EinfUhrung

Das statistische Modell erlaubt eine sehr schnelle Berechnung wvon
ZustandsgréBen. Dies ist ein wesentlicher Gesichtspunkt, da man sehr
viele Einzelrechnungen durchfihren muB, um ein (T, p)-Gebiet zu

beschreiben.

Im Bereich geringer Kompression ist jedoch die Annahme langsam
variierender Elektronendichte verletzt. Entsprechend muB man den
quantenmechanischen Ausdruck flir die kinetische Energie benutzen. Die
Energiebesetzung wird hier Uber die Randbedingungen an die Wellen-
funktion wvorgegeben. Eine Methode, den Rechenaufwand trotzdem klein
zu halten, ist die Benutzung von Wigner-Seitz Randbedingungen [48].
Ober- und Unterkante eines Energiebandes werden durch die Energie
der vollkommen antimetrischen bzw. der vollkommen symmetrischen
wellenfunktion gegeben; also mit der Forderung®R) = 0 bzw. ¢'(R) =0,
wobei R den Rand der spharischen Atomzelle bezeichnet, bestimmt.
Dieses oder 4&hnliche Verfahren wurden mit einigem Erfolg benutzt
[49]. Es erlaubt allerdings keinen Einblick in die Struktur eines
Energiebandes. Das gelingt erst Uber eine volle Bandstrukturrech-
nung (z.B. APW, KKR). Seit Andersen [13] in den letzten 10
Jahren linearisierte Methoden zur Berechnung von Bandstrukturen
entwickelte, die kaum an Genauigkeit gegeniber den exakteren
Rechnungen (APW, KKR) einbliBen, aber um einen Faktor 50-100
schneller als diese sind, wurden sie in starkem MaBe zur Berechnung
von Zustandsgleichungen herangezogen. In diesem Kapitel wird die auf
diesen Uberlegungen basierende Augmented-Spherical-Wave (ASW)-
Methode beschrieben [2]. Da sie unseres Wissens zum erstenmal auf
heiBe, komprimierte Materie angewandt wird, erscheint es uns ange-
messen, sie ausflhrlicher zu behandeln. I|hrer Beschreibung vorange-
stellt ist ein kurzer AbriB des dazu bendtigten temperaturabhangigen

Dichtefunktionalformalismus [50].
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1.2 Dichte-Funktional-Formalismus

Die zu minimierende AusgangsgroRe bildet wieder das GroRkanonische
Potential Q = E-T-S-uN. Im Dichtefunktionalformalismus lautet es in

allgemeiner Form [21]:

Y . 20 (A EFD) L
Qn] =[v@ () ds - S 28200 5 e
. z I+ -]
(43)
<G In] - j%md#
. . ) -2et .
Das externe Potential, meist das Kernpotential = , ist mit

’J(’F‘), das chemische Potential mit p bezeichnet. Analog dem Kkalten

Fall definiert man

Gln] = GDnl * P[] )

-1

Wahlt man Go[n] als die Helmholtz'sche freie Energie des nichtwechsel-

wirkenden Elektronengases,

GIn] = K In]-T S

[+

r-,

7] (45)

- worin Ko[n] und So[n] dessen kinetische Energie bzw. dessen Entropie
bezeichnen - , so mag Gleichung (44) als Definitionsgleichung flr den

Austausch-Korrelationsanteil zur freien Energie Fxc[n] dienen.

Zur gegebenen Temperatur T ist Q[n] ein eindeutiges Funktional der
Dichte [21].

Variation von (43) liefert
&
r §G,[n]
— = 2 /=N -
mit der Nebenbedingung

f d+ 5-%(4-’) = (47)
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Alle Wechselwirkungsanteile sind dabei zum effektiven Potential Veff('r')
zusammengefaf3t. Fihrt man noch AbkuUrzungen flur Coulombpotential

V) = v(#)+ & f—%ﬁl d+' (48)

Ry

und Austausch-Korrelationspotential

M [n] ———§FX°(€?] (49)
N

ein, so lautet es
Vege () = V(#) + pac [n] (50)

Dieselbe Gleichung (46) erhalt man flr ein System nichtwechselwir-
kender Elektronen, wenn das effektive Potential nur durch das externe
Potential v(F) gegeben ist. Dessen Dichte erhalt man durch Losung der

Ein-Teilchengleichung:

(X Ve ()] 0 () = E; y, (=
e Ve (R v () = £,y (%) (51)
aus

< — = 2 -

%(*)"LZ“.VL(”)/ PE-pu,T) (52)

Der Operator der kinetischen Energie - Q - lautet im nicht-relativi-

R ) -2
stischen Fall 'j;n A  und im relativistischen Fall -ihcaV+(B-1)mc2. Die

Diracmatrizen [51] sind dabei mit a und B eingeflihrt, ¢ bezeichnet ‘die

Lichtgeschwindigkeit. Die Verteilungsfunktion ist wie in (11) definiert:

» =4
j(EL‘/,(,T)=[€XP[(EL‘(U~)/[<3TJ*4} ,
Wegen der formalen Analogie [aBt sich die Lésung des wechselwirkenden

Systems durch Iteration der Gleichungen (50)-(52) bis zur Selbstkonsi-

stenz erhalten.

Es sei noch angemerkt, daB einige Autoren aus der Variationsgleichung
(46) das chem. Potential p explizit in den Einteilchengleichungen be-
nutzen [52] [53]:

[ R+ Ve () - T4, (7) = E, 4. 5)
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Wegen der Nebenbedingung (47) kann man es

aber vollstandig im
Potential oder dem Eigenwert Ei absorbieren. Dieser Weg wird, den
Arbeiten [39] und [50] folgend, hier beschritten.

1{m] = ZL £y 1{( &

aZ
.

Mit (51) kann man das GroBkanonische Potential noch umformen zu

n (I’ r o= P9
z I’r‘—‘?’('?)d'#df:r) *+heeim ]
—.{d’? fﬁ(ﬁﬁ)/""xcﬁ”] - TKC’Z‘V)]—/M'I”(:F)CL;

(53)

o
¢ 3

Benutzt man (43) und (50) dann gilt

SIm]=-f

Eine weitere wichtige GréRe ist die Entropie. Man erhilt sie aus

o ray e SGeinl) In(®)]
{ ep(2)+ 5w<¢)% AT |

l
Dieses reduziert sich durch Berlcksichtigung von

QU
(l\x
1

=1
—
>

&5
N

(S

Q)

\
Sini

2T

_ OF [
Vv
und der Variationsgleichung (46) zu

$im

'

= S

— r 7
-5 af"xcl’_y)_‘
s Lm

(54)

T /v
Damit erhalt man folgenden Ausdruck flir die Energie:
E=() +T-S+uN

=%EL {(E"”'(H«,T>" %’”57‘7(‘7‘)7’7(;')

= ) af
i7-v] &
At () wy [n] - T

Den Druck bestimmt man aus

N
. 0

Dieser lautet fir ein Vielteilchensystem [54]

2Ky =< F %

Eine zweite Mdglichkeit, die wir hier benutzen, geht vom Virialsatz aus.
3

TV(£)> - 3PV
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aY
Der Erwartungswert der gesamten kinetischen Energie ist mit <K> und
das Potential mit ¥ abgeklirzt. Wir wollen den Kernanteil abspalten und
nur den elektronischen Anteil betrachten. Weiter fiihrt der Ubergang zu

kontinuierlicher Ortsvariabler auf
2 <KD = v m@) (7 T)v(z) =3PV (56)

Im DF sind nach Definition bestimmte Anteile zur kinetischen Energie im

Austausch-Korrelationsanteil des Potentials absorbiert. Explizit kennt

man nur
- Sh T (AR gT vy Ay (F)
Ko ['h] T 2w 2 T Y (%) q/L(Y
wobei L‘U.L(#) Losung von (51) ist. Will man diesen Ausdruck fur die

kinetische Energie in (56) benutzen, so darf man konsequenterweise
auch nur den Coulombanteil des Potentials
v(¥) = \é”. (#) = Muc [ 1 (P

berlcksichtigen. Entsprechend erhdlt man den Druck ohne den

Austausch-Korrelationsbeitrag ch

Damit folgt aus (56)
2 Ko _)CL’Y‘ 77(7)(’7’ ‘7){ \/H (*)— ’*Lxc -“n('r)j;, -_-gffp_ac\)v

Gemafl der Definition ergibt sich fur

3 _ _ ‘o

Y Be. |

-

und damit

3PV = 2K, - [d# @) (7 V)] Vege (7)- e[ -3V aig (57)

Folgt man Slater [55], wendet (#V ) auf Gleichung (51) an, multipliziert
mit l,uf, integriert und subtrahiert die auf gleichem Weg erhaltene

konjugiert komplexe Gleichung, so erhalt man:

(d# Yy (#7) Vepp oA¥ = [dv {%‘F(’?ﬁ)&% - (A" )N7V) wi
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Durch weitere Anwendung des GaufB'schen Satzes kann die linke Seite in
ein Oberflachenintegral umgeformt werden. Der verbleibende Term 133t
sich mit der Kkin. Energie identifizieren. Damit erhadlt man folgenden
Ausdruck fir (57)

SPY = T%deS %{Vty:(&‘V)% S ARACAIRY

(58)
+.(0L'?' m(*?’?.),uxc - 3\/——3 F oo |

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man zur '"lokalen
Dichte-Ndherung" (local-density-approximation (LDA)) Ubergeht [52].
Ahnlich wie im TF-Modell die Dichte-Impuls-Beziehung des freien
Elektronengases lokal als gliltig angenommen wird, so approximiert man
die Austausch-Korrelationsenergie durch die Austausch-Korrelations-
energiedichte des homogenen Elektronengases - fxc[n]-, die wieder

lokal als gultig angenommen wird.
I 7 = -3 - r -
Fee [n] = [d? n(?) fuc [n(™)] (59)

Durch weitere partielle Integration kann damit (58) wvolistindig in ein

Oberflachenintegral umgeformt werden:

3PV=ifdf [ Tu (3P - u* F(RT)] +m? S5 7 (60)
2m f; WVt V(T %)] T Ty b

Dieser Ausdruck wurde flir T = 0 zuerst von Libermann [56] abgeleitet.

Hier gilt er fir beliebiges T. Formal ist der theoretische Rahmen zur

Berechnung der thermodynamischen GréBen damit entwickelt.

Um die Theorie auf Festkorper anzuwenden, bedarf es noch einiger
Vorbemerkungen. Erst durch die Annahme der Translationsinvarianz
und Vernachldssigung von Korrelationskraften und Ladungsfluktuationen
zwischen verschiedenen Elementarzellen [57] kann man eine Reduktion
der Rechnung auf eine Elementarzelle erreichen. Coulombbeitrdage zum
Wechselwirkungsintegral der Energie, das sich ja Uber den ganzen
Festkdrper erstreckt, koénnen umgewandelt werden und lassen sich
teilweise direkt auswerten. Dies liefert ein Madelung Potential, das bei

elementaren Metallen verschwindet. Da wir hier nur solche betrachten,
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wird es im weiteren nicht berlcksichtigt werden. Damit erhalt man

Eln] =N-E, [n] (61)
wobei N die Anzahl der Atome im Festkorper angibt. (Eine detaillierte

Begrindung und Ableitung von Gleichung (61) findet man in [58]).

Bevor man die konkrete Auswertung von (61) vornehmen kann, mufR
zundchst die korrekte Dichte n(F) aus den Gleichungen (50)-(52)
bereitgestellt werden. Das hier verwendete ASW-Verfahren soll im

nachsten Abschnitt besprochen werden.

1.3 Augmented-~spherical-Wave-(ASW) Methode

Um Gleichung (51) Iésen zu kénnen, bendtigt man noch die Rand-
bedingungen. Eine ist durch die Forderung nach Regularitat der
Lésungsfunktion am Kern gegeben. Die zweite erhadlt man aus der
Berlcksichtigung des Einflusses der Wellenfunktionen -aller anderen
Atome. Somit kann man die Lésung der Gleichungen (50)-(52) in zwei
Teilschritte unterteilen. Im ersten Schritt findet der EinfluB der
Struktur Berucksichtigung. Er dient dazu, die Randbedingungen
bereitzustellen. Das zentrale Problem bildet hier das Losen der
Sekulargleichung einer Bandstrukturrechnung. Im zweiten Schritt wird

zu .den gegebenen Randbedingungen das Atomproblem gelost.

Im allgemeinen sind bei selbstkonsistenter Rechnung beide Schritte
miteinander verwoben. Jedoch gestatten es die linearisierenden Methoden
[13], eine saubere Trennung und damit Reduktion des Rechenaufwandes

durchzufihren.

Um diese Entkopplung von Band- und Atomteil in inter- und inner
atomaren Bereich zu erreichen, greift man auf energieunabhangige
Basisfunktionen zurilick. Die Energieabhangigkeit wird in den Ent-

wicklungskoeffizienten bericksichtigt.



- B2 =

Im idealen translationsinvarianten Kristall geniigt %(:r’) dem Bloch-
theorem [24]

. 5 =2 -L;E, R
Y, (F):= . (¢ -k,)}) = e ¢, () (62)

o s

—

=

~
N

A
Es bezeichnet TV den Translationsoperator, der um die Strecke <.

—_

verschiebt. Mit R, sind die Positionen der Atome im Gitter gekenn-

zeichnet.

Durch Einsetzen in (62) verifiziert man folgenden Ansatz flir die

Wellenfunktion.

. 5 {:i‘: ” £
' (¥#) =Z Cn_n (&) e’ H, (;‘- i‘-J) (63)

"l

NV

wobei die Ht (F) geeignet gewihlte Basisfunktionen sind. Die Summation
bzgl. v lauft Uber alle Atome des Festkérpers. Die Konstanten CC (k)
beinhalten Uber Kk die Energieabhdngigkeit. Sie werden als Eigenvek-
toren aus der Sekulargleichung bestimmt. Die weitere Summation
berlicksichtigt die Entwicklung bzgl. der atomaren Quantenzahlen n
und L = (£,m).

Abb. 16:
Muffin-tin-Potential im 2-dimensionalen hexagonalen Gitter. Erklarung im

Text.
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Zur Explizierung der Wellenfunktion wahlt man nun ein Mufiin-tin
Potential wie in Abb. 16. In jeder Atomzelle wird der Muffin-tin Radius
R gewahlt, innerhalb dessen das Potential als sphéarisch symmetrisch
angenommen wird. Im Zwischenbereich (in Abb. 16 schraffiert) hat es

einen konstanten Wert, der zu Null festgesetzt wird.

Wir betrachten jetzt die Basisfunktion zum Atom A (siehe Abb. 16). Im

Zwischenbereich | erhalt man

e}

H7 ()= ™ b (ear) Y (3) (64)

Die Kugelfunktionen YL(f') erfiillen den winkelabhiangigen Teil von (51)

und die Hankelfunktionen hg ( Kﬂ-r‘) I6sen die radiale Gleichung:

ry

r 2 / i _ gt
z \_3 i L((.M) —c ]h (k) =0 mit & = il g

P
am oY & p,

L ™M

’\)l

FlUr positive B kann man alle Formeln Ubertragen, falls man die
Hankelfunktionen hﬂ durch  Neumannfunktionen ny ersetzt. Im
Zwischenbereich |l kann (64) nach Besselfunktionen, die in B zen-
triert sind, entwickelt werden:
n - el
HO(#) = Z 2L (Ry = Re) 30 ()
Dabei ist

L "~

3, (=)= (}'L, (w,r) y,_( (+1) 58

entsprechend als L&sung von

t2 s A ' U (L+4>
dow k' A% >J (Kk.7')= éh(« ")
definiert.

Die Strukturkonstanten B?_L,(R) sind fast dieselben wie in der KKR-
Theorie [59]. Innerhalb des Muffin-tin Radius um A (Bereich I11)
wihlt man als Basisfunktion diejenige Losung der Schrodingergleichung,
die sich stetig differenzierbar an die Hankelfunktion (64), bzw. im
Bereich IV an die Besselfunktion (65) anschlieBt (siehe Abb. 17).
lhrem Ursprung nach nennt man sie augmentierte Funktion und kenn-

zeichnet sie mit H: ("r"),j:'(’r‘). Die zugehorigen Energien werden
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X
\
N
: = E B ()
! Abb. 17:
l
| E NN ASW-Basisfunktion entlang der Linie A-B
| S
Iy 1,00V
g | LR /\ aus Abb. 16. Erklirung im Text.

A NZYA
EBLL"JL'(?')
TSHLT)
Potential/

mit El:m und Eig bezeichnet. Um eine Eindeutigkeit der Funktion
im Zwischenbereich zu sichern, muB man sie zu vorgegebener Energie
bestimmen. Diese Energie - =y die im allgemeinen aus seibstkonsi-
stenter Rechnung folgt, dient im ASW-Verfahren als Parameter. Man
erreicht so die gewdlnschte Linearisierung der Sekulargleichung. Die
Summation Uber die Basisfunktionen aller Atome sichert schlieRlich

die Erfullung des Blochtheorems.

*
Die Variation des Energieerwartungswertes

S5y, [ A-e(@) ey =0

liefert die Sekulargleichung:
(H - EW)0 ) C(R) -0

Die Hamiltonmatrix ist mit H, die Uberlappmatrix, welche man aus H

durch Ersetzen aller Energien mit 1 erhalt, mit g bezeichnet. Es gilt
H = (mLik|H[nL'k)
e CHIIRD Y < E0 CAZIATD] S,
* ey [HITHDY (1-68.)
v B (E)[EL, BT < e (HII 7]
e B RV [EDL TN = e CITTHD]
+Z 8 (0) B, () £, (T3 T - €,< 11700

(66)
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Die Diagonalterme beinhalten die Integrale Uber Wellenfunktionen aus
demselben Atom ("1-Center-Term"); die eine Strukturkonstante ent-
haltenden Terme entstehen durch den Uberlapp einer Wellenfunktion mit
dem nach Besselfunktionen entwickelten "Schwanz" der Wellenfunktion
eines anderen Atoms, ("2-Center-Term'") und entsprechend nennt man
die zwei Strukturkonstanten enthaltenden Terme "3-Center-terms'. Die
Integrationen < | > erstrecken sich Uber die Atomkugel mit Muffin-tin-
Radius. Entsprechend bezeichnet z.B. < }-TC | HNT_ > Integration Uuber
die am selben Atom zentrierten augmentierten Hankelfunktionen. Der
Zwischenraum wird im Integral {HLn I HLnI} bertcksichtigt, das sich
Uber den ganzen Raum erstreckt. Dessen Singularitat braucht nicht
berlicksichtigt zu werden, da im Diagonalterm die Integration erst am

Muffin-tin-Radius beginnt:

) n'\/ L+4 (+4  f o= . N
CHOTHD ) = W w, ) ~dr b (k1) n (47
R
Um das Integrationsgebiet der Hankel- und Besselfunktionen auf den
Zwischenbereich zu beschrianken, werden die Integrale uUber die Atom-

kugel mit Muffin-tin Radius wieder abgezogen. Dieses Verfahren sichert

eine gute Konvergenz der drehimpulsabhangigen Entwicklungen.

Um in (66) die Integrationen auf Atomkugeln reduzieren zu konnen,
wurde noch die Darstellung der Strukturkonstanten im reziproken Gitter

benutzt:
e I:‘(E —ﬁ n -
B>, (k)=Z e 7 ) B

z2,- &,

Eine genaue Ableitung der Reduzierung findet man in [58]. Die explizite

Formulierung der Matrixelemente wird, soweit dies analytisch mdoglich

ist, in Anhang |l gegeben. Die Eigenschaften des Gitters werden Uber
die l—z-abhéngigen Strukturkonstanten BEL'(K) in die Sekulargleichung

eingebracht. Zur Errechnung des Energiespektrums E(k) muB man die
Sekulargleichung flr jeden betrachteten k-Wert ldsen. Im allgemeinen
sind das 100-300 Werte. Es ist einleuchtend, daB hier die Dimension der
Matrix H den Rechenzeitbedarf entscheidend vorgibt. Bei Beruck-
sichtigung von f-Zustanden hat man beispielsweise bei 2-atomarer Basis

(etwa bei hcp-Struktur) jedesmal die Eigenwerte einer 32 x 32 Matrix zu
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suchen. Dehnt man die interne Drehimpulssummation L" in (66) noch
um einen Drehimpuls (in diesem Beispiel g) aus, so erhdht dies die
Genauigkeit der Rechnung ohne nennenswerten Mehraufwand, da

hiervon die Dimension der Matrix unberuhrt bleibt.

Durch das Losen der Sekulargleichung erhalt man die Wellenfunktion

\y;(’r‘) . Damit kann man im Prinzip die Dichte
M) = Z Ly DO (B -4, T)

und die thermodynamischen GroéBen berechnen. Jedoch ist diese Dichte
noch nicht selbstkonsistent. Es fehlt die Rulckkopplung durch das
atomare Potential. Dazu wird die aus der Bandstrukturrechnung
gewonnene Information Uber die Energiedichte in die erwahnten
Randbedingungen, wie jetzt besprochen wird, transformiert. Uber die
Norm von iy (#) lassen sich partielle Ladungen definieren:
* / ’ < o
Zoars =2 I ORI AT CTN(E) =23 70
Hier erstreckt sich die Integration nur auf eine Atomzelle. Die zu
festem Kk gehorenden Eigenvektoren sind mit A indiziert. Diese
Zerlegung 1dBt sich wegen der Orthogonalitdt der Kugelfunktionen
eindeutig vornehmen. Erstreckt man die Integration nicht Uber die
Atomzelle, sondern Uber die spharisch symmetrische Atomkugel mit
‘Muffin-tin-Radius, so kann man den dadurch verursachten Fehler zum
groBen Teil auffangen, indem man die Korrekturen in den oben ein-
gefuhrten zusatzlichen Drehimpuls steckt. Das hat den groBen Vorteil,

daB man die Lésung von (51) nur innerhalb der Atomkugel vornehmen

muf3.

Die Energie- und Druckkorrekturen fur den Zwischenraum werden in
dem zusatzlichen Drehimpuls berlcksichtigt. Der Schritt findet seine
Rechtfertigung allerdings nur, falls man den Muffin-tin-Radius so
wahlt, daB er ein Volumen einschlieBt, welches gleich dem Volumen der

gesamten Atomzelle ist [60].

Die partielle Energiedichte erhadlt man durch Aufsummation der k-ab-
P
hangigen q: (k) mit entsprechenden, von der Struktur abhangigen

Gewichten y(k):
o, A

Z,(€) - ?_.z; % §CE -, () y(&) o7

Dabei gilt

) =41
%y()
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Die k-Summationen erstrecken sich Uber die gesamte Brillouinzone. Die
ﬁ—abh‘éngigen partiellen Ladungen wurden zur Unterscheidung von den

partiellen Ladungen
I TF Z () ) () (67)
A
mit o indiziert.

Um die Information Uber die Randbedingungen 2zu extrahieren, kon-
struiert man eine "Ersatzladungsdichte" iz(E) die nur vier Parameter

enthalt.

Dieser Schritt muB allerdings naher motiviert werden: Andersen [13]
konnte zeigen, daf die Ldsung der Schroédingergleichung zu benach-
barter Energie E # Eo recht gut durch eine Taylorentwicklung der
Losung zu Eo approximiert werden kann:
= - d - z
U (R E) = ¢ (F6) + 2y (76) (E-£) + o(E-E))

£
Damit laBt sich die radiale Ladungsdichte eines Energiebandes durch die

Vorgabe der Wellenfunktion zu EO und die ersten drei Momente
@) Lo, s - . i
/\/IL = § ZL(E) E #( t—u”T) d't / Lrofd" (68)

berechnen:

(o) z - *
wm(F) = M, (l%]l +E°L(%'L/ —to/ug,_%%/)

%) _ , 2
M, /“V:C{%WL/_ZEO/Z%%/Z)\L Mm/i%/

Konstruiert man die partielle Ersatzladungsdichte

A _ ) ) — ShE
Z(E)=q "d(E-£"7)+ ¢ d(E-E7, (69)
und bestimmt die Ladungen und Energien aus der Forderung, daB die
ersten vier Momente Ubereinstimmen, so kann man sich obiges Wissen in
eleganter Weise zunutze machen (siehe Abb. 18). Uber das 4te Moment
sind teilweise sogar noch nicht-lineare Terme der Wellenfunktion

bertcksichtigt.
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Abb. 18:

Zerlegung der Zustandsdichte im ASW-Verfahren. Ein bis zur Energie

EF aufgefllites Band wird durch 2 diskrete Energlemveaus E( ) E( ) mit
(1) (2)

den Ladungen a; 7/ q angenahert.

Hat man mehrere Valenzbander gleicher 2-Quantenzahl, so kann man die
A
Bandbreite aufteilen und fir jeden Teil 22<E) bestimmen (siene hierzu

(611).

Die Information aus der Bandstrukturrechnung ist damit extrem
komprimiert. Die beiden Energien werden Uber die Schrcédingergleicnung
mit dem Potential aus der letzten Iteration noch in Ranabecinguncen

transformiert.

Es bleibt noch, den Atomteil zu den erhaltenen Randbedingungen :zu
I6sen. (Bei stark komprimierten Atomen verliert die Hauptquantenzanl|
an Bedeutung. Konsistenterweise muf3 man hier die Schrc’jdihge,«-
gleichung zu den Quantenzahlen I[6sen, die obige Transformation der
Energien in Randwerte liefert, auch wenn sie nicht mit den an den
Wellenfunktionen indizierten Ubereinstimmen.) Es werden also flr

jedes Band aus der‘ Schrédingergleichung 2zwei Wellenfunktionen mit

Ladung q..,,L ,q,,t berechnet und zusammen mit den Rumpf-Wellen-

funktionen zur Selbstkonsistenz gebracht. Bezeichnet man Cdiese
()/

Lésungen mit R C E. , so gilt:

val ‘,}';L

( ) ¢
=z 25““*4)”%(*’1*} Z IR GLED (o)

(ere
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(Durch geeignetes Mischen mit der Dichte aus den letzten Iterationen
kann man die Konvergenz des Verfahrens beschleunigen [62]). Sollte die
Temperatur so hoch sein, dal die Rumpfniveaus bereits entvdikert
werden, so mufl man entweder noch die Fermiverteilung berick-

sichtigen, oder man behandelt sie als Valenzbander.

Aus dem so erhaltenen Potential kann man wieder neue Basisfunktionen
berechnen. Damit hat man einen abgeschlossenen Selbstkonsistenz-
zykius. Hatte man exakt gerechnet, so wlrden die nach (70) und aus
der Wellenfunktion (63) berechneten Ladungsdichten Ubereinstimmen.
Letztere ist nicht radialsymmetrisch. Durch Benutzung der Energie-
dichte als wesentliche GrofRe wurde implizit Uber die Winkelabhangigkeit

gemittelt.

Das ganze Verfahren ist in Abb. 19 noch einmal im Diamgrammscnema

skizziert.

[_Zp,Gittertyp | Input
n(r),v(r)

i

Beregh_ne Basisfkt
Hhi=g%h!

Lose Sekulargleichung Bandteil
H-E(K)0=0

)

[ Randbed.,q!",q/?] .Interface”

e

Lose Schrodinger gleich
HR, = Enq Ry

n(r),v(r)

> Atomteil

Abb. 19:
Strukturierung des Rechenablaufs zur Lésung des Bandstrukturproblems
mit der ASW-Methode.
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1.4 Explizite Berechnung der thermodynamischen GrdRen

in der ASW-N&herung

1.4.1 Entropie

Dieser Abschnitt gibt die Bestimmung der Entropie So[n] zu der gemaR

Kap. I11.3 errechneten Ladungsdichte.

Aus
L | _ T P05 |
AT |y aT |,

erhalt man:

cr _ ﬂ ( SE_,,I _ oON | 3
g,, Lni = ) T \ ro\TlN’v /“L 97 [,\//v /
L’RT .

“lg | E5 [dEZ(ENE-p) g

o (e = +A4)

Durch Vertauschen der Integrale und partielle Integration bzgl. x 133t

sich das Integral auswerten. Man erhalt

S, [)= -k [dEZ(E) X £ )l PE T[4~ fE— Tl [1- 2w DL

\
~

A .
Setzt man die "Ersatzladungsdichte" Z(E) ein, so ergibt sich

_ (D (p_ T
Sl = -le 2 22 g0 ({0 D fEC 4T o

sl e T i [ - f‘f«(f Tl

Den Austauschkorrelationsanteil erhalt man Uber Gleichung (54) aus

der freien Energie.

11.4.2 Energie

Direktes Einsetzen der Ladungsdichte (69) in (55) ergibt:

(4D ()
E=Z %‘LC?.LM) E.. T ZZz e E'm (72)

" L gysfa
tore val J i

- (b)) deds + Feeln] - (d#n ) pxcln] + T Seelnl

EXEY
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111.4.3 Druck

Um den Ausdruck fir den Druck (58) im ASW-Verfahren anzuwenden,
gehen wir analog Pettifor [63] vor. Das Oberflichenintegral Uber die
Wigner-Seitzzelle wird durch ein Integral Uber die Wigner-Seitz Kugel
ersetzt, die Wellenfunktionen werden nach Drehimpulsen entwickelt und

die Summation in eine Integration transformiert.

Die Benutzung der ASW-Ener‘giedichte fuhrt schlieBlich auf:

3pv =T T 7 R4V R T4 N Gy L)
M;LZJM. e <RE )iL D (o il 4) R*

e_((Q) Q)] fd;r'n(* V)((,(xc[‘h] +3V F_,(C['h]

bzw. in lokaler Dichtendherung:

3PV - 3 W P 2] (J) AR
gtzgrzmngﬂ!fz (R,E, [Rzo (D, +4)- L
(73)

)
Vg (RY + £, ]+ pee [nCRI] = e [CR)]
Mit Qé}) wird die logarithmische Ableitung der Wellenfunktion am
Muffin-tin Radius bezeichnet. Damit sind alle bendtigten Formeln bis
auf den expliziten Ausdruck fur Fxc[n] bereitgestellt. Dieser wird im

nachsten Abschnitt naher untersucht.

1.5 Austausch-Kaorrelations-Energie

Die Dichtefunktionalmethode ist eine im Prinzip exakte Theorie. Eine
Ndherung wird erst durch die spezielle Wahl von Fxc[n] eingefihrt.
Meist benutzt man hier, wie oben schon erwdhnt, (Gleichung (59)), die

lokale-Dichte Naherung (LDA):
Fac Im] = (d¥ mr) fuc [ (]

Dabei bezeichnet fxc[n(r‘)] die freie Energiedichte des homogenen
wechselwirkenden Gases, die sich viel leichter als entsprechende

nichtlokale Ausdriicke berechnen afdt.
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Im allgemeinen liefert dies noch hinreichend genaue Ergebnisse. Jedah
konnten in jlingster Zeit einige Diskrepanzen zu experimentellen Werten
durch die Berucksichtigung nichtlokaler Terme verringert und erklart
werden [64]. Da deren Berechnung jedoch aufwendiger und noch wenig
eingefihrt ist, bietet die LDA immer noch das gangige Verfahren. Fur

T = 0 stehen hier parametrisierte Darstellungen zur Verfligung [65].

Noch wenig Erfahrung im Umgang mit pxc[n(r‘)] gibt es bisher in der
Anwendung auf T-abh3ngige Zustandsgleichungen. Rozsnyai [49] inter-
polierte zwischen den beiden bekannten Grenzfdllen fir T =0 und
T » ». Nikiforov et al. [66] benutzten zur Erstellung der Al-Hugoniot-
kurve folgendes T-abhangiges Austauschpotential:

o Al 2 34 3 _—A/_Z
f ] = (i) [ 4+ T b« ($8)7] (74)

wobei t=T/TF die mit der (der Fermienergie entsprechenden)

Temperatur T_ skalierte Temperatur abkurzt. Diese Potentiale lassen

F
sich aber nicht aus einem Dichtefunktional fur die freie Energie
ableiten. McMahan und Ross [67] benutzten in ihren DF-Rechnungen an

Jod bis T = 2 eV das kalte Potential.

Eine sytematische Ableitung der temperaturabhangigen Grolen im
Dichtefunktionalformalismus aus einer Greensfunktionsentwicklung wurde
erstmals von Gupta und Rajagopal [68] gegeben. Die Formeln findet man

in Anhang III.

In Abb. 20 ist der Austauschanteil zu Potential (a) und freier Energie
(b) nach [68] gezeichnet. Er erreicht seinen maximalen Wert fir
T =0 und nimmt dann stark mit der Temperatur ab. Zum Vergleich
ist (74) eingezeichnet (unterbrochene Linie). In Abb. 21 ist das
Korrelationspotential zu verschiedenen Dichten abgebildet. Fir kleine
Temperaturen steigt es zu einem maximalen Wert, der das 6-fache

des T = 0 Wertes Ubersteigen kann, an und fallt dann langsam ab.

Es war im Rahmen dieser Arbeit nicht mdglich, einen befriedigenden
analytischen Fit fir das Korrelationspotential zu finden, der im Limes
kleiner und groBer Temperatur das richtige Verhalten far freie Energie,

Potential und Entropie liefert. Die Entropie aber bendtigt man zur
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Berechnung von Gesamtenergien. Die in [68] gegebenen Ausdricke
sind zu komplex und in selbstkonsistenten Rechnungen schlecht

verwendbar.

Es wurde eine Abschdtzung der Effekte der verschiedenen Potentiale
durchgefihrt und an Hand der Ergebnisse entschieden wir uns wie [67]
dafliir, die T = 0-GréBen (von Barth, Hedin, siehe Ref. [65]) zu

benutzen. Sie lauten

P z et A3
flml= 4 2 (3=
- (75)
s _ T 1 N 2 4 7€
fo Inl= -G048 [(A+ D log(A+ )5 -x" - 3157,
X = —=L und . bestimmt sich aus der lokalen Dichte

[N
5.

= ()

$ 41t m()
In dem betrachteten Temperatur- und Dichtebereich scheinen sie die
zuverldssigsten Aussagen zu liefern. Dies mag mit der teilweisen
Kompensation der Temperatureffekte von Austausch- und Korrelations-

anteil -wie aus Abb. 20 und Abb. 21 ersichtlich ist - zusammenhangen.
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H0 — Rajagopal -

= F(t) Gupta
---- Nikiforov i
et. al.

0.5

Abb. 20:

Austauschanteil zu freier Energie fx[n] und Potential p [r:] als Funk-
tion der skalierten Temperatur t=T/T_ (kBTF =’7f\?(3n2n)2/3).
Die Werte sind auf ihren T =0 Wert normiert. Zum Vergleich ist
px[n]/pg[n] von Nikiforov et al. eingetragen (- - - ).
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1 5 10

Abb. 21:

Korrelationspotential pc[n] von Gupta und Rajagopal als Funktion der

reduzierten Temperatur t = T/T Es ist auf das T = 0 Potential von

E-
Barth und Hedin normiert.
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V. Virialsatz, Zustandsgleichung und Hugoniotbeziehungen

V.1 Virialsatz

In diesem Abschnitt wird die Gulltigkeit des Virialsatzes in der Form

3PV =E+K

fir Thomas-Fermi, Quantenstatistisches Modell und ASW gezeigt. (P =
Druck, V = Volumen, E = Gesamtenergie und K = kinetische Energie).
Flir das temperaturabhdngige ASW-Verfahren wird dies zum erstenmal
und fir QSM zum erstenmal durch explizite Ausfihrung der Integra-

tionen durchgefihrt.

IV.1.1 Thomas-Fermi-Modell

Mit den Definitionen aus Kapitel 11.3 erhdlt man aus Gleichung (20):
3PV = 4rd’ 2T [° A [T ()]
f : d.x d.x X 2/1.( x J
2 kgT
SO+ lnd ;
wobei Xo 3 4 v P
)’=§0(><’< IA/;(?)(T— x’-)

Durch Einsetzen der TF-Gleichung (18) und partielle Integration folgt:

Xo
-4 - 2
Y =73 @)@ (x)re0 (o) + £ [ ] ©'(<)] dx
o .
Eine weitere partielle Integration, Berucksichtigung von
XQ
A ! - 17
3 o) Y'(o) = -;’-_ L\D(o)[ () - 5{ ¢ (x)dx]
und abermaliges Einsetzen der TF-Gleichung fUhren schlieBlich auf das

gewlinschte Ergebnis
3PV =2K +Epa = E+K

1Iv.1.2 Quantenstatistisches Modell

Aus Gleichung (36) folgt
6 ‘hz d’_. A
3Pv = 2K,+Ex -33 {‘Y M

L= . 2 2 2 A3
SPTELOTEE NI RN (N JEROR
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Weiter gilt
g R

ol 2 _
[d= 4= = id—rd;(’f’h(“'\)—o

Zweimaliges Einsetzen der QSM-Gleichung (33) und Anwendung des
Nabla operators liefert

3PV = 2K, ~E, + [d¥ m(«\-(v.f)[—iﬁ - et 7’;%— d=']
o P WAZRS A
YT oy VA7 (3 ‘77,)“«—%—) =g, =k

Die Potentialterme werden Slater folgend [52] umgewandelt zu:

(d7 m( (7 V)[ 2 - (=D i

|#-+"1

- ~— '-—Ze,z el AA(Y') v.al‘l" — 3 (76)

= (CL‘T‘ 'Y’(.Y)Z ~ + ? f_—_—(;r"—:{fll d_Y l = E‘CO(AL .
Mit

(g P ) (e (9 &) 2T (F)"
0= {av 7(~ 52t) = ldw (V=) =2+ [dv (77) =
erhalt man das gewunschte Ergebnis

3PV= 2 (K, v K, )+ Bt EL mE - K
Der Inhomogenitatsbeitrag zur kinetischen Energie ist wie in Kap. [[.5
mit . )
-3
- 6 _h o Vn
Kl"q zm[d*”(ﬂ)

definiert.

AN 1.3 Augmented-spherical-wave Methode

Gleichung (57) wird umgeformt zu

3PV = 2K, - [d¥ m (F7) O(r) #3[de o LB

und mit Hilfe von (76) zu
3PV= 2K, + Epu +3 [d7 n* <
dm
(Einen von Gleichung (57) unabhangigen Weg, dieses Ergebnis fir

T = 0 abzuleiten, benutzte Janak [69]. Dessen Argumentation kann fir
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Foo_ dE D]
Lo d dmn

T # 0 Ubernommen werden, wenn man dessen /AX(

Aot = 20 ersetzt).
Aus dem Virialsatz fiir die lokalen GréBen, 3K = (€ * ki),
1aB8t sich der Austausch-Korrelationsanteil zur kinetischen Energie

bestimmen

r /
Ko = 1d® (1) { 3une = 4fxe = T
Damit erhalt man wieder

3PV = E + K+ =E+K

mit
— = o i o s — d.-rc'l
E= Ky v B = [d7m fuc - Tdsm wial

-Abhdngigkeit des Austausches zu Kkeinem

Fir T =0 fGhrt die n/3

Beitrag in Kxc‘ Dies erklart, warum bei Vernachlassigung von Korrela-
tionseffekten im QSM nur der Gradiententerm zusatzlich zur Kkin.

Energie beitragt.

Iv.2 Beitrag der Gitterionen zur Zustandsgleichung

1v.2.1 Vollstandige Zustandsgleichung

Zur vollstandigen Beschreibung des Zustandes muBl man neben den
Elektronen noch den Beitrag der Gitterionen bertcksichtigen. Gesamt-

druck und -Energie sind durch

PCe,T) = Plon (o T) * po (0. T)
E(?(T) = Elo'n (?4T) * ‘:‘—QL "/\?IT)

gegeben. Die als klein angenommene Wechselwirkung zwischen Elektro-
nen und Gitter wird hier vernachlassigt. Die elektronische Komponente

. pel’Eel - wird mit einer der in Kap. Il oder Ill beschriebenen

Methoden berechnet. Fir den Gitteranteil _Plon’ Eion " benutzen wir in

dieser Arbeit die flur Festkorper formulierte Mie-Griineisen Zustands-

gleichung in der Debye-Nadherung. Sie wird im nachsten Abschnitt be-
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schrieben. Im Grenzfall hoher Temperatur gelten die Gleichungen des
idealen Plasmas, namlich Pion = pkT und Eion = 3/2 kT. Sie werden in
einer Reihe von Arbeiten vor allem in Verbindung mit dem TF-Elektro-
nendruck benutzt. Die Mie-Grineisenzustandsgleichung geht nicht in

diesen Limes.

StoBwellenexperimente fiihren aber gerade zu Temperaturen im Uber-
gangsbereich Festkorper-Flissigkeit-Gas. Die theoretische Beschreibung
" dieses Gebietes ist noch wenig entwickelt. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit benutzen wir die Mie-Grineisen Zustandsgleichung, schrinken
aber die Anwendung auf kleine Temperaturen ein (flr Lithium
T <10 eV).

1V.2.2 Mie-Grineisen Zustandsgleichung

in der "quasi-harmonischen Ndherung" beschreibt man freie Energie und
Energie des Gitters durch [70]

‘t‘wb/vr + 2 r o, C
Fooom kT T ln (1- e o7 )+ 5 T by~ Eog
om . L
2 £ vET = £ LT by, vEBwE
E‘o’h = equ - 10m oy eQu 2 A t L emL/L(gr_A

Die T = 0 Gleichgewichtsenergie ist in E bericksichtigt, E? und
T equ ion

Eion bezeichnen '"kalten" und thermischen Beitrag des Gitters zur

Energie. Die Frequenzen der Gitterschwingungen sind mit w. gekenn-

zeichnet. Damit erhalt man den Druck zu

AV -5 a
Zhoo - F v, olaT_

(77)

Der erste Term liefert den Druckbeitrag der Grundzustandsenergie und
der zweite Term den der einzeinen Phononen, die entsprechend ihrer
Besetzung beitragen. Weiter definiert man mit

TV, TY - o 5

einen verallgemeinerten Grlineisenparameter. Hatte man ein harmonisches

Schwingungsspektrum, so ware die Frequenz vom Volumen unabhangig
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und der Gruneisenparameter wirde verschwinden. Die Anharmonizitat
wird in der benutzten Naherung vollstandig durch die Volumenabhangigkeit
der Frequenzen w, und damit durch Fi(V,T) bertcksichtigt. Um I‘i(V,T)
zu berechnen, mufB3 man interatomare Potentiale und die zugehdrigen
Eigenfrequenzen w, kennen [71]. Diese wurden im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit nicht berechnet. Eine wesentliche Vereinfachung ergibt
sich jedoch durch die Annahme, daB3 alle Frequenzen gleiche Volumen-
und Temperaturabhangigkeit aufweisen, wie dies z.B. im Debye-Modell
der Fall ist [72]. Damit 138t sich flir alle Frequenzen eine Grlineisen-

konstante definieren.
r(v,T)y = (v, T) Wi

Man erhalt durch Einsetzen in (77):

o T

= =
P - 8‘;‘?‘2\1 t(oh "1 =l0M™
o v DT v

Vernachldassigt man noch den vergleichsweise kleinen T = 0 Beitrag, so

kommt man zur Mie-Grlneisen Zustandsgleichung in der Form

ET
- iow
PIO’Y\ - F v
Dieser Ausdruck wurde in der vorliegenden Arbeit benutzt, wobei
ETon aus der folgenden Debye-Nadherung berechnet wird.

Iv.2.3 Debye-Theorie

Um T ohne Kenntnis der Phononenfrequenzen berechnen zu kénnen,
benutzen wir die Debye'sche Naherung [72]. Das Frequenzspektrum ist
hier Uber die Debye-Zustandsdichte
. VY
Dlw)= Ta
gegeben. Die Phononengeschwindigkeit ist mit c bezeichnet. Fir die
Energie gilt damit

Fron Eue 1o (25 0o (4 + i),

low equ e’ﬁw/ ke T

Debyefrequenz und -Temperatur sind mit
hwb = i'<3 %
4/3
- 2 N
k3@, = He (b T)

definiert.
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Hiermit erhdlt man fir die Energie
3

.
2 =Y T [ — T <
= 5_77: /\/l(g/(@D> <@J>
E-lO“n -
3 Nl T T >0,

In der Debyetheorie ist das Frequenzspektrum vollstindig durch die
Debyefrequenz Wy bestimmt. Falls diese sich andert, 3ndern sich alle
Frequenzen‘im selben Verhaltnis. Damit ergibt sich flr den Gruineisen-

parameter

C{, Z/V'Lwl)

= . =
F (3 d_(/YL\'/

Unter der Annahme eines konstanten Poissonverhaltnisses (definiert als
das Verhaltnis der rel. Durchmesserabnahme eines Drahtes zum rel.
Langenzuwachs, wenn er gedehnt wird) erhalt man flr die Phononen-
geschwindigkeit [72]

_—— v / 1 -3V /__ (78)

und damit
o~ By~ =~ oV
R VAT v/ op It

fir den Grlneisenparameter ergibt sich
2 ~
F (v T)--2 _.v% 9P W,
(VT % - F Sk /vl
Mit etwas abgeanderten Annahmen flr die Phononengeschwindigkeit c
wurden wvon Dugdale-Mc Donald [73] und Vashchenko-Zubarev [74]

ahnliche Formeln abgeleitet. Man kann alle drei in folgendem Ausdruck

zusammenfassen:

M. Y F(PV )V =2

+ e
2 (PVE)BV 3 Lro
wobei gilt:
m =0 Slater
m = Dugdale-Mc Donald
m = 2 Vashchenko-Zubarev

Im Rahmen der Debye-Naherung ist es also mdglich, ohne Kenntnis des
interatomaren Potentials den Effekt der Anharmonizitat niherungsweise
aus dem Elektronendruck zu berechnen. Implizit beinhaltet dies eine

teilweise Berlcksichtigung der Elektron-Phonon Wechselwirkung.
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Zharkov und Kalinin [18] argumentieren, daB der Zusammenhang (78)

zwischen  Phononengeschwindigkeit und Kompressibilitit nicht flr

isotherme Werte ?;\; /T,sondern fir die entsprechenden adiabatischen

Werte gilt. Fir T = 0 sind diese gleich. Deshalb hitte man in obiger
Formel den Elektronendruck fiir T = 0 einzusetzen. Vergleich mit
experimentellen Ergebnissen zeigt jedoch, daB man bei Benutzung des
T-abhangigen Griineisenparameters bessere Ubereinstimmung erhalten

kann. Diese Diskussion wird in Kap. V.2 noch einmal aufgegriffen.

V.3 Rankine-Hugoniot Beziehung

1vV.3.1 Gleichungen

Statistische Methoden (z.B. Diamantstempel) erlauben es, die T =0
Zustandsgleichung experimentell bis etwa 1 Mbar zu messen [75]. Fur
p > 1 Mbar ist dies jedoch nur sehr begrenzt mdglich. Mit StoBwellen-
experimenten, die auch zu viel hoheren Drucken fuUhren, (3Rt sich
p(p,T) messen [76]. Die Rankine-Hugoniot Beziehungen bestimmen den
thermodynamischen Zustand hinter der StoBfront aus der Kenntis des
Zustandes vor der StoRfront [77]. Sie werden aus den Erhaltungssatzen

fur Masse, Impuls und Energie abgeleitet.

Bezeichnet man mit

Us Teilchengeschwindigkeit
Py Dichte

Po Druck

Eo Energie

vor dem Sto, mit D die Geschwindigkeit der StoBRfront und mijt
u,p,pH,EH die entsprechenden GroBen hinter der StoRfront, so gilt:

D-u)e =(D-u)e,

(80)
PH - P. T QOCD‘UO)(LL'LL.,)

Ey =& % %(PH+P9)(—;“O o —;—)
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Die letzte Gleichung wird allgemein mit Rankine-Hugoniot oder Hugoniot-
beziehung benannt. Aus ihr folgt die Hugoniot- oder StoBadiabate

pH(p), die im Zustandsdiagramm Isentropen verschiedener Zustinde
verbindet.

FUhrt man mit u, = D-uO und up = u-ug relative Stof3- und Teilchenge-

schwindigkeiten ein, so erhilt man aus den beiden ersten Gleichungen

Ugp = (JS-(/{‘PO/P>

AN

u;-: (PH_P0>( ;Q = _?_)

- A
ud = ( F‘H‘PG)é\/’ = 90/9)

Diese GroéRen 'us und up sind experimentell zugédnglich und ein Abtragen
der Punkte in einem up—us Diagramm erlaubt einen direkten Vergleich

zwischen theoretischen und experimentellen Werten.

1vV.3.2 Beispiel: Ideales Gas

Benutzt man

) L T
p—g&ar , E = it = ey T
mit dem Adiabatenexponenten y = —%, worin f die Zah!l der Freiheits-
grade symbolisiert, so erhdlt man aus (80):
S gl e’ 2(y-1)
P ° o L e P 2+ 0y —1)(1- p/pa) *

und fur p >> Po eine maximale Kompression
¥+ A

Pﬂmax/Po = r-/[ £+4

Ein einkomponentiges Gas kann man also in einem StoR hdchstens vier-

fach komprimieren. Dies ist zur lllustration in Abb. 22 gezeigt.

Zum Vergleich ist schematisch die Hugoniotkurve eines Festkorpers ein-
gezeichnet (- - -). Die geringe Kompressibilitdt verhindert anfangs eine
starke Verdichtung. Bei sehr starker Druckeinwirkung erlaubt der
PotentialeinfluB als "innerer Freiheitsgrad" eine Kompression p/po > f+1.
Im Limes p/pO > ® erreicht man durch den gleichzeitigen Temperaturan-
stieg bedingt den idealen Gasbereich; die Materie ist volistandig

ionisiert.
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V. Lithium
V.1 Zustandsgleichung fur T = 0
V.1.1 Allgemeine Diskussion

In Abb. 23 zeigen wir unsere Ergebnisse fur die Lithium Zustands-
gleichung als Vergleich zwischen quantenmechanischer (ASW) und
quantenstatistischer (QSM) Rechnung. Es zeigt sich gute Uberein-
stimmung fir Drucke bereits ab 30 Mbar. Dieses neue Resultat ist
Uberraschend, da nach allgemeiner Abschdtzung [78] die statistische
Theorie (Thomas-Fermi und Korrekturen) erst ab Drucken um
eZ/aé = 300 Mbar quantitativ gultig sein sollte und gerade Lithium mit
nur drei Elektronen als kein besonders geeigneter Kandidat fur die
statistische Beschreibung erscheint. Fiir die gute Ubereinstimmung sind
die Gradientenkorrekturen, die im QSM selbstkonsistent berlcksichtigt
werden, wesentlich. In einer friheren Arbeit von Ross [79] fiur
Lithium, in der ebenfalls eine Bandstrukturrechnung (nach LMTO-Ver-
fahren [13]) mit Resultaten des Thomas-Fermi-Dirac Modells (nur Aus-
tauschkorrekturen berilcksichtigt) verglichen wurde, ergab sich
Ubereinstimmung erst fiir Drucke p > 600 Mbar. Im Druckbereich unter
30 Mbar weichen die ASW- und QSM-Resultate deutlich voneinander ab.
Abb. 23 zeigt zwei Versionen des QSM-Modells, die sich im Korrela-
tionspotential (siehe Kap. Ill.4) unterscheiden. Dieses ist einmal
bericksichtigt (—-—-—), das andere mal nicht (— — —). Die genaue Wahl
des Korrelationspotentials spielt eine groBe Rolle fir alle Vielelektronen-
Rechnungen - also in gleicher Weise fur die quantenmechanischen
Rechnungen wie fur das statistische Modell - und fuhrt in manchen
Systemen zu erheblichen, quantitativen Unterschieden im Bereich nahe
der Festkdrperdichte. Wie man aus Abb. 23 sieht, bewirkt es starkere
Bindung. Die Unterschiede nehmen jedoch im Bereich hoherer Kom-
pression, der in dieser Arbeit interessiert, ab. Insgesamt ergibt das
QSM eine zu starke Bindung der Elektronen (zu niedriger Druck),
wihrend das einfache Thomas-Fermi-Modell (ohne Korrekturen), das in
Abb. 23 ebenfalls wiedergegeben ist, generell zu hohe Drucke liefert.
Die beiden Versionen des statistischen Modells schlieBen die exaktere

(aber auch numerisch wesentlich aufwendigere) ASW-Rechnung ein.
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Abb. 23:

T = 0 Zustandsgleichung fur Lithium. Die dicke Kurve verbindet die
Ergebnisse von Bandstrukturrechnungen; dinne Linie: Ergebnisse des

stat. Modells.
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Abb. 24:

Vergleich der ASW-Zustandsgleichung mit experimentellen Werten
(statisch; [82]). Dinne Kurve: SESAME-Zustandsgleichung. Mit
eingezeichnet sind zwei Versuche, die Druckionisation in einfacher Weise
zu berucksichtigen: Der Drucksprung von Zink und der Phasen-

Ubergang von Kirzhnits et al.
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Die quantenmechanische Rechnung zeigt eine starke Struktur im Bereich
um 10 Mbar. Sie &auBert sich in einer Abflachung des Druckanstiegs.
Eine genaue Analyse des zugrundeliegenden elektronischen Struktur-
Ubergangs geben wir in Abschnitt V.1.2. Zusatzlich zu unseren
ASW-Resultaten sind in Abb. 23 einige Ergebnisse vollig unabhangiger
Bandstrukturrechnungen eingetragen. Es sind altere Resultate wvon
Liberman [80] (Greensfunktionsmethode; KKR) im Druckbereich bis
10 Mbar und Ergebnisse von Boettger und Trickey [81] (LCGTO
Methode, nicht muffin-tin) im Druckbereich bis 3 Mbar. Die ausge-
zeichnete Ubereinstimmung der verschiedenen Rechnungen gibt einen

starken Hinweis auf ihre Gultigkeit.

In Abb. 24 wird das ASW-Ergebnis mit experimentellen Werten [82] ver-
glichen. Sie sind fur kaltes Lithium aus statischen Messungen nur bis
zu Drucken von 100 kbar bekannt. Sie liegen sichtbar Uber der gerech-
neten T = 0 Isotherme. Boettger und Trickey [81] zeigten, daR flr
p = Po die Diskrepanzen zu den gemessenen Werten auf das Austausch-
Korrelationspotential zurlckzufuhren sind. Bei Vernachlassigung des
Korrelationspotentials erreichten sie gute Ubereinstimmung mit dem
Experiment. Unsere ASW-Rechnung benutzt das Austausch-Korrela-
tionspotential von Barth-Hedin [65]. Die ASW-Resultate werden in
Abb. 24 auBerdem mit der SESAME-Zustandsgleichung [17] verglichen.
SESAME bezeichnet eine umfassende Sammlung von Zustandsgleichungen
im Hochdruckbereich, die in Los Alamos vor allem flur den praktischen
Gebrauch, u.a. flr hydrodynamische Rechnungen auf dem Gebiet der
Inertialfusion, entwickelt wurden und in Tabellenform von dort erhaltlich
sind. Sie werden zur Zeit von vielen Gruppen benutzt. Die Tabellen
basieren auf Interpolationen von Messungen und verschiedenen theore-
tischen Modellen, jedoch ist die genaue Erzeugung einzelner Tabellen
nicht offentlich bekannt. Die T =0 SESAME-Daten fur Lithium in
Abb. 24 zeigen gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten
(an die sie mdglicherweise angepallt wurden), aber starke .Abweichungen
von den quantenmechanischen Rechnungen im Bereich p > 300 kbar. Bei
sehr hoher Verdichtung (p/po > 10) steigt der SESAME-Druck Uber die
ASW- und TF-Werte, schlieBlich sogar uber den Druck des freien
Fermi-Gases (vgl. Kap. 11.2) und nimmt damit einen unphysikalischen

Verlauf.
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Zusatzlich sind in Abb. 24 Vorhersagen aus theoretischen Mocelien
eingesetzt, in denen eine explizite Berlcksichtigung von Schaleneffekten
versucht wurde und die in Kap. 11.6 besprochen wurden. Die
Grundidee dieser Versuche ist, daB bei zunehmender Kompression
diskrete atomare Niveaus in das Kontinuum gedrickt werden
(Druckionisation) und dieser Ubergang sich als Diskontinuitdt in der
Zustandsgleichung zeigen sollte. Zink [9] erhdlt fur Lithium einen
Drucksprung von nahezu 80 Mbar bei p/pO ~ 22. Kirzhnits [8] sagt fir
jedes Niveau, das ins Kontinuum gedrickt wird, einen Phasenubergang
1ter Ordnung voraus (Verdichtung bei konstantem Druck). Beide
Konstruktionen sind unrealistisch. Wie in Abb. 25 weiter unten gezeigt
wird, verbreitern sich die Rumpfniveaus bei Kompression kontinuierlich
und ein scharfer Ubergang vom diskreten ins kontinuierliche Spektrum
kann nicht isoliert werden. Entsprechend zeigt die Bandstruktur-
rechnung keinerlei Anomalie, die diesem anschaulichen Bild zuge-
schrieben werden kdnnte. Hier zeigt sich, wie wichtig eine volistandige

quantenmechanische Behandlung flr dieses Problem ist.

V.1.2 Anomalie aufgrund der Elektronenumordnung

Um die Struktur in der Zustandsgleichung bei 4-10 Mbar zu verstehen,
eignet sich die Aufschliisselung von Druck und Valenzladung nach Dreh-
impulskomponenten, wie dies im ASW-Verfahren moglich ist [83]. In
Abb. 25 ist das druckinduzierte Aufspalten des 1s-Niveaus sowie das
Verbreitern und Hochwandern der Valenzbidnder zu sehen. Die Band-
grenzen wurden Uber Wigner-Seitz Randbedingungen durch Loésen der
Schrddingergleichung mit "dem selbstkonsistenten Potential der ASW-
Rechnung bestimmt. Die Fermienergie ist durch Punkte gekennzeichnet.
Alle Energien sind auf das Maximum des Coulomb-Potentials zwischen
den Gitterionen bezogen. Im quasiklassischen Bild ist dies die Grenze
zwischen diskretem und kontinuierlichem Spektrum. In der ASW-
Rechnung erreicht die Oberkante des verbreiterten 1s Niveaus diese
Grenze bei p/po ~ 20, hat bei dieser Dichte allerdings bereits eine
Breite von 2 Ry. Die Unterscheidung zwischen diskretem und kon-
tinuierlichem Spektrum verwischt sich also. Ein Kklareres Bild von der
Druckionisation des 1s-Niveaus ergibt sich aus Abb. 26. Dort ist die

radiale Ladungsverteilung 4nr2n(r) flir verschiedene Kompressions-
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Abb. 25:
Unhybridisierte Li-Energiebander bei Kompression. Die Bandkanten sind

durch Wigner-Seitz Randbedingungen bestimmt. Die Punkte kenn-

zeichnen die Fermienergie.
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Abb. 26:

Radiale winkelintegrierte Ladungsdichte bei verschiedenen Kom-
pressionen. Fur p/pO =37 ist keine Lokalisierung der 1s-Elektronen auf

den inneren Atombereich mehr gegeben.
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grade gezeigt. Man sieht, da3 man bis zu p/po = 37 von einer Lokali-
sierung der 1s-Ladung sprechen kann, die sich jedoch bei hd&herer

Verdichtung auflost.

Weiter sieht man in Abb. 25, daB mit zunehmender Kompression das 2p
Band sich relativ zum 2s und 3d Band erniedrigt. Als eine Konseguenz
andert sich die Besetzung der Valenzbander. Dies wird an den par-
tiellen Laduhgen in Abb. 27 deutlich. Bei p = Py sind 2s- und 2p-
Ladung fast gleich. Unter Kompression entviélkert sich das 2s-Band
allmahlich zugunsten der héheren Drehimpulse. Bei 10-facher Ver-
dichtung hat das Valenzelektron hauptsachlich p-Charakter. Die
Zustandsgleichung reagiert auf diese Umordnung sehr sensitiv, da ein
Elektron mit s-Charakter - zumindest bei vergleichbarer Energie -
starker zum Druck beitragt als ein p-Elektron. Dies 13aRt sich auf die
groBere radiale Ausdehnung des s-Zustandes zurickflihren [84]. Der
spezifische Partialdruck der verschiedenen Bander (Druckbeitrag eines
Elektrons im jeweiligen Band) relativ zum spezifischen 2s-Druck in
Abb. 28 zeigt, dal im betrachteten Bereich ein 2s-Elektron etwa dreimal
so stark zum Druck beitragt wie ein 2p-Elektron. Dies erklart den den
Druck senkenden EinfluB der elektronischen Umordnung auf die

Zustandsgleichung.

Die hier gefundene Absenkung eines Bandes mit hoherem Drehimpuls
relativ zu solchen mit niedrigem Drehimpuls ist nicht beschrankt auf
Lithium, sondern wird generell bei Kompression beobachtet. In Kap. VI
wird dies fur Aluminium gezeigt. Eine allgemeine Betrachtung zeigt, daf
beim Ubergang vom freien Atom zum Fermigas eine solche Umordnung
notwendigerweise eintreten muB. Die Partialwellenzerlegung des freien
Fermigases wurde in Kap. Il.2 besprochen und die entsprechende
Verteilung der Elektronen auf Drehimpulse in Abb. 2 und hier fir
Lithium in Tabelle |I. In der Tat gehen die mit ASW berechneten Par-
tialladungen bei sehr hoher Verdichtung in die Grenzwerte des Fermi-
gases Uber, wie im rechten Teil von Abb. 27 flr den speziellen Fall
Lithium gezeigt ist. Im freien Atom sind aufgrund des Potentialein-

flusses systematisch die niedrigen Partialwellen energetisch beglnstigt.
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Abb. 29:
ASW-Druck relativ zum TF-Druck. Die Druckoszillation ist der Valenz-

bandumordnung 2s » 2p zuzuschreiben. Flr hohe Kompression geht der
ASW-Druck in den QSM-Druck (---x---) (ber.
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Abb. 30:

Energiebidnder entlang der Symmetrielinien der bcc-Brillouinzone

(a) bei p = p_; (b) bei p/p0 = 15,6 (c) bei p/po = 4600.
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V.1:3 Hochdruck-Limes

Die Druckanomalie wird deutlicher, falls man den Druck relativ zum
TF-Druck zeichnet. Dies sieht man in Abb. 29. Die Punkte kennzeichnen
ASW-Resultate. Im Bereich 4 £ p/pO £ 10 nimmt die Druckdifferenz zu
bevor sie sich ab 10 £ p/po wieder langsam verringert. Die Kreuze (Xx)
geben das monotone Verhalten des QSM-Druckes. Bei etwa 1000-facher
Kompression ist er fast mit dem ASW-Druck identisch. Im Limes hdchster
Verdichtung gehen die Kurven in die TF-Kurve und spéater in die des
freien Elektronengases, wie oben schon angesprochen wurde, Uber.

Dieser Ubergang vom Festkdérper zum freien Fermigas wird in Abb. 30
verdeutlicht. Es sind die Energiebander fir verschiedene Dichten im
k-Raum (Schnitte entlang der Symmetrielinien in der Brillouin-Zone)
geplottet. Bild (a) zeigt E(K) bei normaler  Festkérperdichte
(po = 0,53 g/cm3). Das T1s-Rumpfniveau liegt mit E1S = - 3,5 Ry noch
auBBerhalb des Rahmens. Als Energienullpunkt wurde das Maximum des
Potentials im Zwischenraum gewahlt. In Bild (b), das die Energiebander
bei 15,6-facher Kompression zeigt, erkennt man das parabelférmige
Aufspalten des Ts-Niveaus. Gleichzeitig invertiert das unterste Valenz-
band mit 2s-Charakter bei I'. Bei p/pO = 4600 in Bild (c) ist das
1s-Band mit 2p3d4f hybridisiert. Die E(k)-Kurven zeigen fast das
Verhalten des freien Elektronengases [85]. Der PotentialeinfluR ZuBert

sich noch am Aufspalten der Bander entlang der Symmetrielinien H-N-P.

V.1.4 Details zur ASW-Rechnung

Es wurden alle ASW-Rechnungen skalarrelativistisch und paramagnetisch
durchgefuhrt. Flur Austausch und Korrelation wéahlten wir das Potential

von Barth-Hedin's [65].

Im Bereich 1 = p/po £ 4.63 flhrten wir eine Stabilitaitsuntersuchung
bzgl. der Gitter-Strukturen mit bcc-, hcp- und fcc-Symmetrie durch.
Die Ergebnisse sind in Tab. |l gelistet. Als Festkorperdichte wurde der
experimentelle Wert Py = 0.53 g/c:m3 einer bcc-Gitterkonstanten
a=6,6 ag entsprechend benutzt. Das ASW-Verfahren berechnet den

Gleichgewichtswert zu a = 6,42 ag- Diese auf das Korrelationspotential
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Tabelle |

Partielle Ladungen des freien Elektronengases
fir Z = 3 (Gleichung (6))

qs qp qd qf qg
1,296 1,275 0,370 0,054 0,005
Tabelle 11

Vergleich von Energie, Enthalpie und Druck von

Lithium flr verschiedene Strukturen; Py = 0,53 g/cm3; T =0 eV.

_ bcc fcc hcp
Gitter
p/p, -E(Ry) -H(Ry) p(kbar) =-E(Ry) -H(Ry) p(kbar) -E(Ry) -H(Ry) p(kbar)
1 14.8360 14.8507 -15.05 14.8362 14.8515 -15.64 14.8363 14.8516 -15.68

1.95 14.8094 14.6976 223.4 14.8106  14.7014 218.3 14.8106 14.7008 219.5

2.92 14.7416  14.4862 761.7 14.7443 14.4931 749.4 14.7441 14.4917 752.8

3.64 14.6715 14.2935 1408 14.6754 14.3016 1393 - - -

4.63 14.5672 14.0252 2567 14.5723 14.0350 2547 - - -
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zurlckflihrbare Diskrepanz wurde in Abschnitt V.1.1. bereits be-
sprochen. Der Phasenlibergang hcp » fcc beij p/po =z 2 ist in guter
Ubereinstimmung mit LMTO-Resultaten wvon Skriver [86]. Fir einige
Dichtewerte Uberpruften wfr unsere Ergebnisse, indem wir den Energie-
unterschied Uber das "Force-Theorem" [87] auf die Differenz der
Valenzbandenergien zurickflihrten und diese miteinander verglichen.

Dies bestatigte ebenfalls den hcp » fcc Phasenlibergang.

Die Rechnungen zur Strukturuntersuchung wurden jeweils mit ver-
schiedenen Stitzpunktzahlen (bis zu 2480 l—«:-Punkte) in der Brillouin-
Zone fur bcc-, hcp- und fcc-Symmetrie durchgefihrt, um die Konver-
genz sicherzustellen. Als Bander wurden 2s, 2p und 3d Niveau be-
handelt. Man sollte im Auge behalten, daB die Feinheiten der Gitter-
struktur filir die Zustandsgleichungen im Hochdruckbereich, die im
Zentrum dieser Arbeit stehen, eine vdllig untergeordnete Rolle spielen
[88]. Es wurde deshalb den Hochdruckrechnungen im Mbar-Bereich

eine einheitliche Gitterstruktur, die bcc-Phase, zugrundegelegt.

V.2 Temperaturabhangige Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt werden neue Resultate flir die Lithium Zustands-
gleichung bis T = 10 eV gezeigt. Zur Bestimmung des elektronischen
Anteils benutzten wir die ASW-Methode. Der Beitrag des Gitters zur
Zustandsgleichung wurde mit der in Kap. IV.2 besprochenen Mie-Grin-
eisen-Gleichung in der Debye-Ndherung berechnet. Da die Anwendung
beider Methoden flr hohe Temperaturen fragwlrdig wird, beschranken

wir unsere Rechnungen auf T £ 10 eV.

Im Folgenden werden elektronischer Anteil (Kap. V.2.1) und Gitteran-
teil (Kap. V.2.2) getrennt behandelt. In einem dritten Abschnitt wird
die Hugoniotkurve unter verschiedenen Annahmen uUber den Grlneisen-
parameter berechnet und mit experimentellen Ergebnissen verglichen.
Dabei zeigen sich die Rechnungen als sehr sensitiv bzgl. des Grin-
eisenparameters. Zusatzliche experimentelle Ergebnisse im Bereich
1-10 Mbar waren nutzlich, um eine Auswahl unter den theoretischen

Modellen zu treffen.
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V.2.1 Elektronischer Beitrag

Der elektronische Beitrag zur Zustandsgleichung wird in Abb. 31 ge-
zeigt. Es sind die Isothermen fir T = O eV, 1 eV, 2 eV, 5 eV und
10 eV eingezeichnet. Fir p = Py erhalt man einen deutlichen thermischen
Druckbeitrag. Er nimmt flr starke Kompression relativ ab, und die
Isothermen minden schlieBlich in den T =0 Entartungsdruck. Im
Bereich 3-8 facher Verdichtung zeigen die Isothermen fir 1 eV und
2 eV ein anomales Verhalten, da sie unter die T = 0 Isotherme fallen.
In diesem Bereich nimmt also der elektronische Druck mit zunehmender
Temperatur ab. Dies ist deutlicher im Einschub von Abb. 31 zu sehen,
in dem einige p(T) Kurven bei konstanter Dichte gezeigt sind. Die
Druckanomalie tritt nur in der elektronischen Komponente auf; wie wir
spater noch sehen (Kap. V.2.2), verhalt sich der Gesamtdruck normal
(%lp > 0).

Das Verhalten des thermischen Elektronendruckes |38t sich interpre-
tieren in Zusammenhang mit der elektronischen Umordnung, die zur
Abflachung der T = 0 Isotherme in diesem Dichtebereich fihrt und die
wir bereits in Kap. V.1.2 diskutiert haben. Der thermische Druck hat
die Tendenz, die Schulter der T = 0 Isotherme abzubauen. Bei etwa
4,6 facher Kompression ist das 2s-Band flir T = 0 noch gut besetzt
(q2S ~ 0,4). Mit zunehmender Temperatur werden hoheriiegende Ener-
gieniveaus besetzt. Dies &duBert sich hier in einer Entleerung des
2s-Bandes zugunsten des 2p-Bandes. Wegen des geringeren spezifischen
Druckes des p-Bandes fiuhrt diese Umordnung zur berechneten Druck-
reduzierung. Fur p/pO = 4,63 tritt die Absenkung im Temperaturbereich
0<T<4eV ein (siehe Einschub in Abb. 31). Dariber erhalt man wieder
normales Druckverhalten. Bei starkerer Verdichtung (p/pO = 15,6) ist
fir T = 0 fast die gesamte Valenzladung auf die p-Niveaus konzentriert.
Durch thermische Anregung wird jetzt das s-Band starker besetzt als
fir T = 0. Dies fuhrt aber zu normalem Verhalten und starkem Druckan-
stieg. Im Einschub von Abb. 31 erkennt man, daB die zwei Isochoren
mit normalem Temperaturverhalten (p/p'o =1,95 und p/pO = 15,6)
quadratisch mit der Temperatur anwachsen. Dies bestatigt die
Niherungsformel des thermischen Druckes, die man fur kleine
Temperaturen durch Entwicklung der Fermifunktion erhalt:
AP ~ p'(EF)TZ. Im Bereich der Anomalie fir p/po = 4,63 weicht der

Druckbeitrag dagegen stark vom quadratischen Verhalten ab.
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Abb. 31:

Zustandsgleichung des elektronischen Druckanteils bei T > 0. Die
Schulter in der T = 0 Kurve wird bei kleinen Temperaturen durch eine
Anomalie —i—%‘h : < 0 ausgeglichen. Im Einschub sind einige Isochoren
gezeichnet, die diese Anomalie verdeutlichen.



- 92 -

10

- h E
E-Eof :
[Rylf y

e E

s Lithium .

0.1 elektronische .
Energie pro Atom 1
0.01: 4

- -E,=14.8362 Ry .

i ]
0.001 !

1 10 100

plp,
Abb. 32:

Elektronischer Beitrag zur Gesamtenergie flr verschiedene Tempera-
turen. Sie sind auf den tiefsten Energiewert (Gitterkonstante

a = 6,42a8) bezogen.
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In Abb. 32 ist der elektronische Beitrag zur Energie geplottet. Es sind
die lIsothermen flir T = 0eV, 1 eV, 2 eV, 5 eV und 10 eV eingezeich-
net. Im hochdichten Bereich gehen sie alle in die T = 0 Entartungs-

2/3

kurve E ~ p Uber. Die Energie zeigt im gesamten Bereich normales

Verhalten.
Es sei noch erwdhnt, daB eine 3hnliche temperaturbedingte Druck-

anomalie (Spel/aT)p < 0, wie wir sie hier gefunden haben, von Kerley

fir Xenon berechnet wurde [89].

v.2.2 Gruneisenparameter und vollstandige Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wird der Grineisenparameter aus dem Elektronen-

druck berechnet und die vollstandige Zustandsgleichung erstellt.

Abb. 33 zeigt den mit dem T = 0 Elektronendruck errechneten Grun-
eisenparameter. Die Punkte (®) wurden in der Slater'schen N3herung
errechnet (entspricht m = 0 in Gleichung (79)). Ein Problem tritt bei
der numerischen Berechnung der bendtigten zweiten Ableitung des
Druckes auf. Dazu benutzten wir den an die ASW-Resultate angepaflten
8-Parameter Fit P(p) = é aipi-2 und differenzierten diesen analytisch.
Ein Vergleich mit anderen Ansatzen zeigte, dal die wesentlichen Aus-
sagen nicht vom speziellen Ansatz abhangig sind. Fir p/pO % 2 und
p/po = 6 sieht man starke Einbriche im berechneten I'. Schreibt man T
in log. Darstellung als

r =4r(démb>z+ P/ dmP 4

L 2L\ 4 l”’f

|
dne*/ dime 6
und vergleicht mit dem Druck Abb. 31, so lassen sich die starken Ein-
briche des Gruneisenparameters den Druckbereichen kleinster
dtimP
el imp*
bei p/po = 6 und das anschlieBende Maximum sind auf die Valenzband-

Krimmung ( klein oder negativ) zuordnen. Der starke Einbruch

umordnung zuruckfihrbar.
In Abb. 33 sind aufBerdem I'-Werte eingetragen, die mit der Formel von

Dougdale-McDonald (A, m=1) bzw. von Zubarev-Vashchenko (G, m=2)

errechnet wurden (siehe Gleichung (79)). Hiermit ergeben sich noch
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Abb. 33:

Grineisenparameter fir Lithium. Der ASW-Elektronendruck wurde be-
nutzt, um I in Debyendherung flir verschiedene Modelle zu berechnen:
® Slater (m = 0), O Dugdale-McDonald (m = 1), A Zubarev-Vashchenko
(m = 2). Zum Vergleich sind der Slater-Grineisenparameter mit dem
QSM-Elektronendruck (---) und das mikroskopisch aus einem Pseudo-
potential berechnete ' von Young und Ross (——) eingetragen. Die

experimentellen Werte bei po sind mit 0 gekennzeichnet.
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starkere Oszillationen. Das Uber die Slaterformel mit dem QSM-Druck
errechnete Ergebnis ist ebenfalls in Abb. 33 eingezeichnet (- - -). Fir
kleine Dichten nahe der Festkérperdichte liefert QSM fir Lithium unrea-
listische Werte. Fir groBe Dichten geht I'-QSM in T'-ASW Uber. Ent-
sprechend dem gleichmdBigen Charakter des QSM zeigt der Grineisen-

parameter keinerlei Oszillationen.

Um ein Gefuhl fir die Unsicherheit bei der Bestimmung von I' zu geben,
wollen wir im folgenden mit zwei nach vollkommen anderer Methode
berechneten Werten und mit gemessenen Werten vergleichen. Die in
Abb. 33 dinn durchgezogene Kurve gibt den von Young und Ross
berechneten Grineisenparameter [90]. Sie bestimmten im Rahmen einer
Pseudopotentialrechnung aus dem interatomaren Potential die Phononen-
frequenzen w. und einen frequenzgemittelten Gruneisenparameter

K |
r =-3AN > Ao En immt vom Wert T = 1.01 bei p, monoton

dmV
auf I' = 0.2 fuir p = 6 Py ab.

Es ist jedoch nicht klar, wieweit diese Werte gultig sind, da, wie von
McMahan und Ross in anderem Zusammenhang gezeigt wurde [91],
Pseudopotentialrechnungen nur jeweils Uber einen begrenzten Dichte-
bereich gute Ergebnisse liefern. In einer friheren Arbeit wurde von
Gupta und Tripathi [92] ebenfalls mit einer Pseudopotentialrechnung
eine starke Frequenzabhangigkeit des Grlneisenparameters fur p = Py
gezeigt. Deren in obiger Weise gemittelter Parameter ergab einen Wert
von T = 1,11 fur Lithium. Ebenfalls flir Festkorperdichte liegen auch
experimentelle Ergebnisse vor. In einer a&lteren Arbeit wurde rexp =
1,18 gemessen [93]. Eine neuere, von Young und Ross [90] zitierte
Messung liefert rexp = 0,9. Diese groBen Diskrepanzen von Theorie und
Experiment sowie der einzelnen Methoden untereinander beinhalten einen
groBen Unsicherheitsfaktor, und es ist keineswegs geklart, welche

Werte gultig sind.

Einige experimentelle Ergebnisse fur andere Elemente legen es nahe,
eine Temperaturabhingigkeit des Gruneisenparameters zuzulassen. So
konnten McMahan et al. [94] eine experimentell gemessene Anomalie in
der Hugoniotkurve von Lanthan auf einen Temperatureffekt im Grin-
eisenparameter zurlckflihren. Dazu differenzierten sie in der Slater-

formel (79) nicht den kalten, sondern den T-abhangigen Elektronen-
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Abb. 34:
T-abhangiger Grineisenparameter als Funktion der Kompression. Er
wurde mit dem ASW-Elektronendruck und der Slaterformel errechnet.

Zunehmende Temperatur glattet die Oszillationen des T = 0 Wertes.
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Abb. 35:

Isothermen des Gesamtdrucks flr Lithium. Bei der durchgezogenen

Kurve wurde der Gitterdruck aus dem T = 0 ASW-Druck berechnet.

ergibt sich ein Phasenlbergang fur T 2 2 eV bei 3-5 facher Kom-

pression. Die gestrichelte Kurve wurde alternativ mit T-abhingigem

Grineisenparameter gerechnet.
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druck. In der Herleitung der Formel entspricht dies einer Ersetzung
des adiabatischen durch das isotherme Kompressionsmodul. Auch Ragan
et al. [95] konnten ihre flr Molybdin erhaltenen Werte durch Berlck-

sichtigung thermischer Effekte besser erklaren.

In Abb. 34 ist der mit dem ASW-Druck bei T =0eV, 1 eV, 2 eV
und 5 eV nach der Slaterformel errechnete Grulneisenparameter ge-
plottet. Der TemperatureinfluB dampft die Oszillationen und der starke
durch die Bandumordnung verursachte Einbruch bei p = 6 Py wird
teilweise geglattet. Dies entspricht dem ausgleichenden EinfluB der
Temperatur auf die elektronische Zustandsgleichung, wie es im vorigen

Abschnitt besprochen wurde.

In Abb. 35 ist die Zustandsgleichung fur den Gesamtdruck p = pe2+plon
gezeichnet. Der elektronische Beitrag Pel ist wie in Abb. 31, und fur
die ionische Komponente wurde die Mie-Gruneisen Zustandsgleichung in
der Form aus Kap. |V.2.2 benutzt. Die durchgezogenen Kurven geben
den mit temperaturunabhangigem FSL(p,O) berechneten Druck. Sie
zeigen einen Phasenlbergang erster Ordnung flr grof3e Temperaturen,
der fur T » 0 verschwindet. Ein isostruktureller Phasenubergang dieser
Art ist in fcc-Casium bei p = 40 kbar und T = 300 K beobachtet worden
und von einer Reihe von Autoren (zuerst E. Fermi, 1949 [96]) in Zu-
sammenhang mit einer elektronischen 6s > 5d Umordnung diskutiert
worden. |In einer umfassenden Arbeit haben Gl6tzel und McMahan [97]
gezeigt, daB der beobachtete Phasenlubergang erster Ordnung tatsach-
lich auf die 6s » 5d Umordnung zurlckgefihrt werden kann, jedoch
nicht in der T = 0 elektronischen Druckkurve auftritt, sondern indirekt
Uber eine entsprechende Anomalie des Gruineisenparameters, d.h. Uber
den thermischen Gitterbeitrag zum Druck entsteht. In der Tat wird der
Phasenlibergang in Cdsium nicht fdr niedrige Temperaturen (T < 270 K)

beobachtet.

Wir betonen, daB der hier theoretisch flr Lithium gefundene Phasen-
iibergang von der gleichen Natur ist wie der flr Cdsium beschriebene.
Allerdings tritt er in Lithium erst bei hoher Verdichtung (p/p ~ 4) und
vor allem bei hohen Temperaturen (T > 10 K) auf. Da zur Ze|t unklar
ist, inwieweit die Grineisen-Methode in diesem Bereich noch anwendbar
ist, konnen an dieser Stelle keine schllssigen Folgerungen bezlglich

der tatsichlichen Existenz dieses Phasenubergangs gezogen werden.
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Die alternative mit temperaturabhangigen -Werten berechneten
Zustandskurven sind in Abb. 35 ebenfalls eingezeichnet (- - -). Sie
zeigen auch eine Anomalie im beschriebenen Dichte- und Temperatur-
bereich, allerdings nicht mehr in Form eines ausgepragten Phasen-
Ubergangs. Dieses Gebiet im Bereich 1-10 Mbar und 3-4 facher Ver-
dichtung ist mit StoBwellen-Experimenten (z.B. Laser-StoRwellener-
zeugung‘) zuganglich und es ware wichtig, durch Experimente mehr

Information zu erhalten.

V.3 Hugoniotkurven

Im vorigen Abschnitt untersuchten wir die Abhangigkeit der Zustands-
gleichungen von der speziellen Wahl des Gruneisenparameters. Diese
Auswirkungen lassen sich Uber die Hugoniotbeziehungen auf experi-
mentell zugadngliche GroéfBen Ubertragen und so an Messungen ver-

gleichen.

In Abb. 36 sind die Hugoniotkurven pH(p) fir einige theoretische
Modelle im Vergleich mit experimentellen Werten aufgetragen. Die dunne,
gestrichelte Linie erhalt man, wenn man nur den elektronischen Beitrag
zur Zustandsgleichung berucksichtigt. Sie beschreibt zwar nahezu die
experimentellen Ergebnisse, berlcksichtigt jedoch Uberhaupt keinen
Gitteranteil. Die stark eingezeichneten Kurven entsprechen den beiden
mit rSL errechneten Drucken (kurz gestrichelt — FSL(p,T), durchgezo-
gen — FSL(p,O)). Im Bereich kleiner Kompression und kleiner Tempe-
ratur stimmen sie uUberein. FuUr hohe Drucke fuhrt FSL(p,O) dem groéRe-
ren Gruneisenparameter entsprechend 2zu kleinerer Kompression als
FSL(p,T). In Abb. 36 kennzeichnen die Zahlen neben den Kurven die
jeweilige dem thermodynamischen Zustand entsprechende Temperatur.
Man erkennt, daB die Hugoniotkurve des elektronischen Anteils zu viel
hoheren Temperaturen fuhrt als die Berlcksichtigung des vollen
Anteils. Die dicke, lang gestrichelte Kurve in Abb. 36 benutzt den aus
einem Pseudopotential errechneten I'-Wert von Young und Ross [390]. Als
elektronischer Anteil wurde fur diese Kurve der ASW-Druck benutzt.
Das kleinere T' (siehe Abb. 34) bewirkt eine viel starkere Kompression
bei duBerem Druck, als dies mit den beiden in der Debye-Theorie er-

rechneten Werten moglich ist. Die diinne durchgezogene Linie schlieBlich



- 101

(V1Bipuimyssabusjjamgols =

S
n

119 6ipuimyosabuaydyia| = Q:v mc:__mgm,_mo-Amz \azv Jap Ul wweubeipsieybipuimyasa
L€ "9QqV
[S/wx]Sn
0§ 0% o€ 0¢ Ol 0
] 1T 17 | T T T 1
H mmom,mc:om._ o
L (1'd) 18] ===
- (0'd) S| —
3 9lI9PON -] *MSV
- N\°
0 >m.No\o\
L NS~ 1SV o -
- 90y o 4
- ID }9 DAOUDNDE v A
- 1AM 918juawiadxgy Q¢
" po0l W s/ wA)
- 0_3
Wl IS TN NN NN SRR NN NN SRR SN SR SN TR SR SN SN N SN SN SN S N TN T S



- 102 -

zeigt die mit der SESAME-Zustandsgleichung erzeugte Hugoniot-Kurve.
Sie liegt gut auf den experimentellen Werten. Man sollte jedoch im Auge
behalten, daR die SESAME-Zustandsgleichung bei sehr hoher Ver-
dichtung unrealistische Werte liefert, wie wir in Kap. V.1.1 diskutiert

haben.

Die Zeichnung zeigt in eindrucksvoller Weise die groBBe Abhangigkeit der
Hugoniotkurve vom Grlneisenparameter. Die bisherigen experimentellen
Werte lassen keine klaren Aussagen zugunsten eines Modells zu, da sie
im Niedrigdruckbereich liegen. Dort sind die Unterschiede nicht so
drastisch. Die hoéchsten experimentellen Werte im Bereich 300-700 kbar
stammen aus frihen Messungen in den 60 Jahren und ihre Zuver-
ldssigkeit wurde in Zweifel gezogen [90]. Genauere Hugoniot-Messungen
fir Lithium im Druckbereich Uber 500 kbar waren deshalb von grof3em
Interesse. Im Hochdruckbereich werden die Unterschiede der einzelnen
Rechnungen viel deutlicher. Wdahrend die mit der Debyetheorie errech-
neten Kurven bei 5 Mbar eine Kompression von 2,7-3 zeigen, sagt das
mikroskopisch gerechnete [T von Young wund Ross bereits bei

p = 3,5 Mbar vierfache Kompression vorher.

Eine Abbildung der Lithium Hugoniot-Kurven in die up-uS Ebene (Abb.
37), wie sie in Kap. [V.3 besprochen wurde, zeigt noch einmal den
Vergleich mit direkten MeBgroBen. Wie bekannt ist [107], besteht in
groBen Bereichen ein universeller linearer Zusammenhang zwischen
StoR- und Teilchengeschwindigkeit: u, = A+Bup. Er wird in Abb. 37
fir alle Modelle bestatigt. Die Abweichungen von der Linearitat fur
kleine Geschwindigkeiten sind - ebenso wie in Abb. 35 und in Abb. 24
fir kleine Drucke - wieder auf den EinfluB des Potentials zurickzu-
fihren. Die einzelnen Kurven bezeichnen wie in Abb. 36 ASW + FSL(p,O)
( ), ASW + T (p,T) (- = -), und ASW + MRoss(P) (——). Rechts
oben in der Zeichnung ist noch der Wert fur ASW +FSL(p,0) bei

T = 10 eV eingetragen. Er weicht von der linearen Beziehung zwischen
up und ug stark ab, was auf den Phasenubergang 1. Ordnung zurick-
zufiihren ist. Unter der Annahme, daB die Theorie mit temperaturunab-
hingigem Grilneisenparameter FSL(p,O) im hier beschriebenen Bereich
gliltig ist, sollte sich also ein deutlich sichtbarer Befund im (up, us)

Diagramm zeigen.
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Vi. Aluminium - Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wird Aluminium bei hoher Kompression und der
Ubergang zu Fermigas-Verhalten untersucht. Die T =0 Zustands-
gleichung wird in Kap. VI.1 diskutiert. In Kap. VI.2 zeigen wir einige
Resultate von T-abhangigen Rechnungen bis T = 12,5 eV, in Kap. VI.3
die Hugoniotadiabate im Vergleich wvon Thomas-Fermi Rechnungen,

quantenmechanischen Rechnungen und experimentellen Ergebnissen.

Vil T = 0 Zustandsgleichung

VI.1.1 Elektronische Struktur

Aluminium ist mit drei Rumpfniveaus (1s, 2s, 2p) und drei Valenz-
elektronen (auf 3s 3p 3d verteilt) ein komplexeres Element als Lithium.
Entsprechend sind mehrere Umordnungsreaktionen zu erwarten. Da
jedoch jeweils nur ein kleiner Elektronenanteil daran beteiligt ist, wird
dies den Druck weniger stark beeinflussen, als wir es bei Lithium

beobachteten [102].

In Abb. 38 werden Resultate unserer ASW-Rechnungen dargestellt.
Gezeigt sind die unhybridisierten Energiebander im Bereich
0 < p/po < 40. Ober- und Unterkante der Bander wurden mit Wigner-
Seitz Randbedingungen wie in Abb. 25 bestimmt. Bei p/pO = 15 betragt
der Druck etwa 300 Mbar. Die diskreten Energieniveaus bei p = 0
charakterisieren das freie Atom. Fur p = Py sind die n = 3 Niveaus zu
Valenzbandern verbreitert. Mit E15 = -1500 eV liegt das 1s Rumpfniveau
noch tief im Potentialtopf und weit auBBerhalb des Rahmens des Bildes.
Die Energie ist auf das Maximum des Coulombpotentials bezogen. Mit
zunehmender Kompression spalten auch die beiden Rumpfniveaus 2s und
2p auf und wandern ins Kontinuum. Entsprechend der grofBleren
radialen Ausdehnung spaltet das s-Niveau schon bei tieferer Energie als

das p-Niveau auf.

Die Valenzbander 3s, 3p und 3d verschieben sich gegeneinander als
Folge der Kompression. Wie im Fall des Lithium findet die elektronische
Umordnung statt, diesmal allerdings in das energetisch glinstigere 3d
Band. Die Punkte in Abb. 38 kennzeichnen die Fermienergie. Flr

p/po > 20 liegt nur noch das 3d-Band im besetzten Energiebereich
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Abb. 38:
Unhybridisierte Al-Energiebander bei Kompression. Die Bandkanten sind

durch Wigner-Seitz Randbedingungen bestimmt. Die Punkte kennzeich-

nen die Fermienergie.
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Abb. 41:

ASW-Druck relativ zum TF-Druck (
Valenzbandumrodnung 3s3p » 3d zuzuschreiben; mit eingezeichnet sind
eine APW-Rechnung von McMahan, Ross (--x--) [91] und der QSM-Druck

( ).

). Die Druckoszillation ist der
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unterhalb der Fermienergie. Durch die Hybridisierung der einzelnen
Bander ist aber noch ein kleiner Elektronenanteil mit s- und p-
Charakter vorhanden. Dies sieht man an den partiellen Ladungen in
Abb. 39. Im Bereich 5 £ p/po £ 30 entleeren sich 3s- und 3p-Niveaus
zugunsten vor allem des niedrigsten £ = 2 Bandes (3d). Das 2s-Niveau
ist zwar aufgespalten, liegt aber energetisch so tief, daR die Ladung
Uber einen groBen Dichtebereich nicht verandert wird. Erst fir hoéchste
Kompressionen p/pO > 1000, einem Druck wvon P = 106 Mbar ent-
sprechend, beginnen sich auch das 2s-Band und das nicht einge-

zeichnete 2p-Band zu entleeren.

FUr den Bereich 1 < p/po < 40 sind in Abb. 40 die spezifischen Druck-
beitrage pro Elektron gezeichnet. Sie sind auf den Wert des 3s-Elek-
trons, das den groRten Beitrag liefert, normiert. Die hdheren Dreh-
impulse tragen entsprechend weniger bei. Die negativen Beitrdge aller
Niveaus mit £ > 0 in der Nadhe der Festkdrperdichte p Pq spiegeln die
Bindungskrafte wieder, die in Balance mit dem 3s-Druck flir einen
stabilen Zustand bei endlicher Dichte Py verantwortlich sind. Der
Unterschied zwischen den Druckbeitragen der einzelnen Bander ist nicht
so ausgepragt wie bei Lithium (Abb. 28). Dort war der 2s-Beitrag
mindestens dreimal so groB wie der anderer Bander. Bei Aluminium
erreicht der 3p-Druck im Bereich 2 < p/po < 6 fast die Starke des
3s-Druckes, bevor er wieder auf 70 % von diesem abfi3llt. Dennoch sind
die Druckunterschiede grof3 genug, um durch die elektronische Um-

ordnung 3s3p > 3d4f ein Abflachen des Druckes zu erreichen.

In Abb. 41 ist der Druck relativ zum TF Druck aufgetragen. Die dicke
durchgezogene Kurve zeigt das Resultat unserer ASW-Rechnung. Das
eben beschriebene Abflachen des Druckes wird als Oszillation im Bereich
5¢% p/po < 30 deutlich. Die gestrichelte Kurve, die die Oszillation eben-
falls zeigt, wurde von McMahan und Ross mit einem APW-Programm er-
rechnet [91]. Diese Autoren ordneten die Druckanomalie der Druck-
ionisation der L-Schale zu. In der Tat sieht man an den Energiebandern
(Abb. 38), daB in Aluminium, anders als in Lithium, die Druckionisation
im gleichen Dichtebereich wie die Valenzbandumordnung erfolgt. Die
Aufschlisselung der Ergebnisse nach Partialladungen und Partial-
dricken, wie sie im ASW moglich ist, erlaubt es jedoch, die Druck-

anomalie eindeutig der Valenzbandumordnung und nicht der Druck-
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ionisation der n = 2 Niveaus zuzuschreiben. Diese verbreitern sich
gleichmaBig mit zunehmender Kompression. Entsprechend entwickeln sich
die Druckbeitrdge der 2s- und 2p- Elektronen als Funktion der Kom-
pression in Abb. 40 vdllig gleichmidBig ohne jedes Zeichen einer ab-
rupten Zunahme am Punkt der Druckionisation, die von McMahan und

Ross vermutet wurde.

Eine Fragestellung im Rahmen dieser Arbeit galt der Glltigkeit des
statistischen Modells. Dazu vergleichen wir in Abb. 41 unsere ASW-
Werte mit der Austausch- und Inhomogenitdtskorrekturen berlck
sichtigenden TFK-Kurve. Die Ubereinstimmung wird gut im Bereich etwa

20 facher Kompression. Dies entspricht einem Druck von p = 380 Mbar.

VI.1.2 Vergleich von ASW-Zustandsdichte und Fermigas

bei hoher Kompression

Bisher verglichen wir statistische und quantenmechanische Rechnungen
an Hand des Druckes. Fur Lithium zeigten wir in Kap. V.1.4 auch, dal3
im Hochdrucklimes die ASW-Partialladungen genau in die ‘des freien
Fermigases (ibergehen. Den Ubergang vom Festkdrper zum Fermigas

untersuchten wir dort anhand der Energiebinder E(K).

In diesem Abschnitt wollen wir den Vergleich fur Aluminium an der
Zustandsdichte Z(E) flihren. Diese gibt, ebenso wie die Energiebander,
einen guten Einblick in die elektronische Struktur. In Abb. 42 ist die
Energiedichte flir verschiedene Kompressionen gezeichnet. Die feinen
Schwankungen ("Rauschen") in den Z(E)-Kurven sind numerischer
Natur; sie sind auf die Diskretisierung im K-Raum zuruckzufihren, die

in den ASW-Rechnungen benutzt wird.

Abb. (a) zeigt das '"fast freie Elektronengasverhalten" des Valenzbandes
fir p = Py Zum Vergleich ist die Z(E)-Kurve fir ein freies Elektronen-
gas eingezeichnet. Die Abweichungen der ASW-Zustandsdichte wvon
dieser Kurve liegen im unbesetzten Energiebereich, also Uber der
Fermienergie (in Abb. 42 strichpunktiert). Die Rumpfniveaus sind bei
normaler Dichte noch nicht aufgespalten. lhr Beitrag zur Zustandsdichte

in Form von Delta-funktionen liegt noch bei tiefen Energien, die auBler-
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Abb. 43:

fcc-Energiebander des freien Elektronengases. Eingezeichnet sind die

Symmetriebezeichnungen der zugehdrigen Wellenfunktion.
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halb des Rahmens der Abbildung sind. Bei einer Kompression wvon
p/p0 = 6.89, P =62 Mbar sind 2s und 2p Niveaus schon zu Bindern
aufgespalten (Abb. 42b). Das 2p Band zeigt eine starke Struktur mit
zwei Maxima, die einer Aufspaltung nach den magnetischen Quanten-
zahlen m = 0 (linkes Maximum) und m + 1 (rechtes Maximum) zuzu-
ordnen ist. Die Struktur des Valenzbandes hat sich stark geandert.
Dies ist im ersten Moment Uberraschend, da bei hoherer Dichte der
Druck durch das statistische Modell ja besser beschrieben wird. Doch
durch das Hochwandern des 3s-Bandes (Abb. 38) geht der parabolische

o bzw. Z(E) ~ JE verloren. Bei weiterer
Kompression (pp = 37, P = 2500 Mbar in Abb. 42c) Uberlappen das 2s

2m !
und 2p Band. Abb. 42d schlieBlich zeigt die Zustandsdichte bei
4

Zusammenhang E( RA) =

100-facher Verdichtung. Dieser entspricht ein Druck von p = 1,7 - 10
Mbar. Die n=2 und n=3 Bander beginnen gerade, sich zu Uberlappen.
Zum Vergleich ist die Parabel des freien Elektronengases eingezeichnet.
Die vielen Einbriche in der ASW-Zustandsdichte lassen sich dem durch
den PotentialeinfluB bewirkten Aufspalten der Bander am Rand der
Brillouinzone zuordnen. Um dies zu verdeutlichen, sind in Abb. 43 die
Energiebander des freien Elektronengases fur ein fcc-Gitter gezeichnet.
Die Symbole geben die entsprechende Symmetrie der zugehorigen
Wellenfunktionen. Sie sollen uns hier nur zur ldentifizierung der ent-
sprechenden Stellen in der Energiedichte dienen. Durch den Potential-
einfluB spalten die Energiebander auf; es entstehen Bandlicken vor-
wiegend an den Punkten in der Brillouinzone mit hoher Symmetrie. In
der Energiedichte, Abb. 42d, erkennt man dies an den Einbrichen. Die
die Symmetrie charakterisierenden Symbole geben die der Energie in
Abb. 43 entsprechenden Werte.

Selbst bei diesem hohen Druck, der durch das statistische Modell schon
recht gut beschrieben wird, zeigt die Zustandsdichte noch eine erheb-

liche Struktur und Abweichen vom statistischen Verhalten.

Von weiterer Kompression und Rechnung in dem Bereich, in dem n=2
und n=3 Bander stark Uberlappen, sahen wir aus den im folgenden

Kapitel beschriebenen Grinden ab.
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VI.1.3 Grenzen des ASW-Verfahrens

An dieser Stelle wollen wir einige prinzipielle Schwierigkeiten be-
sprechen, die bei ASW-Rechnungen flur hohe Kompressionen auftauchen

und die Rechnungen begrenzen.

1)Dimensionen des Basissatzes:

Die Rechenzeit wird wesentlich durch die Dimension der Sekularmatrix
bestimmt. Sie wachst ungefahr mit der dritten Potenz der Dimension an.
FGr Aluminium z.B. berucksichtigten wir f-Niveaus. Die Dimension ist
also 16 (s,p,d und f-Niveaus). Um damit einen Zustandspunkt 2zu
berechnen, bendtigte die Cray-1 etwa 1-2 Minuten Rechenzeit.
Abbildung 2 zeigt, daB in der 2£-Entwicklung des freien Elektronengases
fir Z = 13 der £ = 4 Drehimpuls schon 3-4 § der Gesamtladung tragt.
Wollte man dieses in Hochdruckrechnungen noch berlcksichtigen, so
wurde das die Rechenzeit mehr als verdreifachen.

2) Hybridisierung gleicher Drehimpulse:

Das ASW-Programm wurde fur Rechnungen im normalen Dichtebereich
geschrieben. Dort genugt eine Entwicklung nach Drehimpulsquanten-
zahlen flr das Valenzband. Bei Hochdruckrechnungen muf3 man auch die

Rumpfniveaus als Bander behandeln.

In dieser Arbeit gehen wir einen Kompromi ein und vernachldssigen die
Hybridisierung zwischen Rumpf- und Valenzbindern. Dies ist vermutlich

gerechtfertigt, solange die Bander noch voneinander getrennt sind.

Bei Lithium konnten wir das Problem umgehen, da sich das 2s-Band
entleert. Im Hochdrucklimes genlgte es deshalb 1s mit 2p, 3d und 4f: zu

hybridisieren.

Bei Aluminium ist dies nicht mehr moglich, da selbst im Bereich
hochster Drucke noch 2,34 Elektronen s-Charakter tragen, wie man der
Entwicklung des freien Elektronengases Abb. 2 entnimmt. Um diesen
Limes zu erreichen, miBte man also 1s und 2s miteinander und mit den

anderen Drehimpulsen 2p, 3d, 4f und 5g hybridisieren.
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3) Variationsverfahren:

Eine dritte Beschrankung liegt in der Natur des Variationsprinzips. Im
ASW-Verfahren wird die kinetische Energie im Zwischenraum
(= auBerhalb der Muffin-tin Kugeln) als Parameter & benutzt. Die

Ergebnisse sind umso genauer, je glinstiger £ gewahlt wird [103].

Anderson zeigte [13], daB der rel. Fehler in der Bandenergie

AE(E) . (E@)-6)  dwr
E(R) £ dE

ist, wenn w, die Wahrscheinlichkeit daflir, dafl sich ein Elektron im

Zwischenbereich aufhalt, bezeichnet. Den besten Energiewert erhdlt man

dort, wo & mit E(K) libereinstimmt. Fiir das ganze Energieband bleibt
der Fehler also moglichst klein, so lange &€ im Bereich der Bandenergien
gewahlt wird. Die Wahl von € wird jedoch durch die Knoten der Basis-
funktion eingeschrankt. Um die augmentierte Funktion zu den richtigen
Quantenzahlen zu bestimmen, muB & so gewdhlt werden, daB x ~ Je*R
noch innerhalb der ersten Nullstelle der Neumann- und Besselfunktionen
liegt. Das Problem kann man nicht dadurch l6sen, da man den durch
die Nullstelle wverursachten Knoten in der augmentierten Funktion mit
berlcksichtigt. Dies wurde versucht und fihrte zu schlechten Ergeb-
nissen. Wie stark die Resultate von & abhangen, wird in Abb. 44 ge-
zeigt. Es zeigt bei p/po = 6.66 die Energie pro Atom in Abhingigkeit
von 82p' Flr diese Rechnung wurden 1s und 2s als Rumpfniveaus be-
handelt. Das 2p-Niveau als Band wurde nicht mit anderen hybridisiert.
Die 3s, 3p, 3d und 4f-Niveaus wurden mit'svalenzz -0.015 Ry berech-
net. Im Bereich -1,6 Ry £ E £ -0,8 Ry liegt das 2p-Band. Es wurde
in Abb. 43 schraffiert. Wahlt man & im Bereich des Energiebandes, so
bleibt die Gesamtenergie minimal und andert sich nur wenig in Abhan-
gigkeit von €. W3hilt man ¢ aufBlerhalb des Bandes, so steigt die Energie

stark an.

Da wir flr Aluminium wegen des Knotens der Neumannfunktion den
Energieparameter & des Valenzbandes nicht mehr optimal wahlen
konnten, flihrte dies zu den mit zunehmender Kompression groéf3er

werdenden Abweichungen von den APW-Resultaten in Abb. 40.
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Abb. 44:

Gesamtenergie pro Atom in Abhdngigkeit vom Variationsparameter 82p
bei p/pO = 6,66. FlUr das Valenzband wurde Snl = -0,015 Ry fest-
gehalten; &, wird variiert. Das Energieminimum fallt in den Bereich

des 2p-Bandes; dieses ist schraffiert eingezeichnet.
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Vi.2 T-abhangige Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt zeigen wir einige Resultate der ASW-Zustands-
gleichung bis T = 12.5 eV. Von einer &dhnlich umfassenden Analyse wie
bei den Lithium-Daten sahen wir bei Aluminium ab. Dort verursacht die
elektronische Valenzbandumordnung eine Oszillation im Griineisenpara-
meter. Diese bewirkt einen Phasenlbergang erster Ordnung in der Zu-
standsgleichung, der sich in einem StoBwellenexperiment nachweisen
lassen solite. In Aluminium findet die Valenzbandumordnung und
Druckabsenkung bei hoherer Kompression als bei Lithium statt
(p/po'E 10). Dieser Bereich ist mit einem StoR experimentell nicht
erreichbar. Eine mégliche Anomalie der Zustandsgleichung im ent-
sprechenden Druck und Dichtebereich ist derzeit experimentell nicht
uberprifbar. Wegen des groBen numerischen Aufwandes zeigen wir

deshalb nur einige Resultate.

Zunachst sind in Abb. 45 die ASW-Ergebnisse fiur die T = 0 Zustands-
gleichung gezeigt (Punkte ). Miteingezeichnet sind mehrere Isothermen
der SESAME-Zustandsgleichung. Anders als bei Lithium ist die Uberein-
stimmung der ' = 0 Isotherme mit den ASW-Daten ausgezeichnet. Dies
mag darauf zuruckzuflhren sein, daB Aluminium oft als Standard be-
nutzt wird, z.B. um in StoBwellen-Reflektionsexperimenten (Shock-
reflectance-method [104]) aus den als bekannt angenommenen Al-Werten
auf Druck und Dichte des untersuchten Materials zu schlieBen. Dazu ist
eine gute Kenntnis der Al-Zustandsgleichung erforderlich. Der Ein-
satz 1 g/cm3 <p < 10g/cm3 aus Abb. 45 ist in Abb. 46 vergrdéBert
dargestellt. Hier =zeigen wir einige T-abhadngige Resultate vor dem
Hintergrund der SESAME-Isothermen. Die Dreiecke (A) geben den mit
ASW errechneten Beitrag der elektronischen Komponente. Fir T = 0 eV
geben sie bereits den Gesamtdruck. Fur T =4 eV und T = 12,5 eV ist
der Druck viel zu gering. Es fehlt noch der Gitterbeitrag. Beriick-
sichtigt man diesen, so wird der Druck angehoben (durch die Pfeile in
Abb. 46 symbolisiert). Der Gesamtdruck wird jetzt mit SESAME

vergleichbar.

Den Gruneisenparameter berechnen wir wieder wie in Kap. V.2.2 Ulber
die Slaterformel (79) aus temperaturabhingigem Elektronendruck. Da die

Dichtewerte nahe beieinanderliegen, wurden die bendtigten Druckab-



- 117 -

P I‘ I I
[Mbar] /
.
Aluminium _
e ASW(T=0)
10 — SESAME
tT:O.leV
10721 -
| T=0.026¢eV
-3 ] L
10 1 10 102 103
P/p,
Abb. 45:

T = 0 Zustandsgleichung von Aluminium. Punkte: ASW; durchgezogen:

SESAME.



F)
[(Mbar]

10

Abb. 46:

Druckisothermen

- 118 -

& ASW

o Gesamtdruck

/T=OeV

] L& 1 1 11

von

10

p [g/cm3]

Aluminium

fur T =0 eV, T =4 eV

und

T = 12,5 eV. Die Dreiecke (A) geben den ASW-Beitrag; die Kreise (O)

den Gesamtdruck; durchgezogen: SESAME.



- 119 -

1 T T [ -
o Al —— T=0eV ;
o a =mes = 12 Sl "
R 3p i
m | -
- - i
po - B
O 3 i
S f -
5 b -
T 0 :
O B i
Q. B =
E l [
0 1 5 10 15
p/p,
Abb. 47:
Aluminium fir T =0eV und T =12,5eV im

Partielladungen wvon

Dichtebereich 1 £ p/po £ 15.



- 120 -

leitungen nicht aus einem Fit wie bei Lithium sondern durch numerische

Differentiation bestimmt.

In Abb. 47 sind die partiellen Ladungen fir T = 0 eV und T = 12,5 eV
gezeichnet. Die durchgezogenen Kurven geben die T = 0 eV-Werte aus
Abb. 38 wieder. Die gestrichelten Kurven zeigen die partiellen
Ladungen flir T = 12,5 eV. Sie zeigen Uber den betrachteten
Dichtebereich eine Absenkung der 3s-Ladung mit der Temperatur zu
Gunsten der 3d-Ladung. Das 3p-Band wird flr pzpO mit der
Temperatur entleert und bei hoher Kompression (p/p0 = 15,6) starker
besetzt als fir T = 0 eV. Insgesamt gesehen =zeigt sich wieder die
ausgleichende Tendenz des Temperatureinflusses, die man ja auch

erwartet.

VI.3 Hugoniotkurven

In diesem Abschnitt zeigen wir einige Resultate von Hugoniot-
rechnungen. Dazu wurde zundchst der Grilneisenparameter bestimmt.
Dieser ist in Abb. 48 dargestellt. Die durchgezogene Kurve zeigt den
aus dem T = 0 ASW-Druck berechneten Griineisenparameter. Er wurde
mit demselben Fitansatz wie in Kap. V.2.2 erzeugt. Zusitzlich wurde er
aber mit durch numerische Differentiation gewonnenen Werten ver-
glichen. Es zeigte sich nahezu Ubereinstimmung. Die "Fehlerbalken"
geben den Bereich, Uber den die mit verschiedenen Modellen bestimmten
Werte streuen: Kreise entsprechen der Slaterformel (m = 0), Vierecke
der Dugdale-McDonald-Formel (m = 1) und Dreiecke der Zubarev-
Vashchenko-Formel (m = 2). Die zusitzlich eingezeichnete gestrichelte
Kurve zeigt den aus dem temperaturabhdangigen Druck entlang der
Hugoniotkurve berechneten Grineisenparameter in Slaterndherung
(m = 0). Die Zahlen an den Punkten geben dabei die dem jeweiligen

Zustand entsprechende Temperatur an.

In Abb. 49 ist die Hugoniotkurve in p - p Darstellung gezeichnet. Die
experimentellen Werte stammen aus Los Alamos (+ : [100]), wvon
Al'tshuler et al. (8 : [107]) und von Ragan (A : [105], O: [106].
Mit eingezeichnet sind unsere ASW-Resultate. Die durchgezogene Kurve

wurde mit temperaturunabhangigem und die gestrichelte Kurve mit
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temperaturabhingigem Grineisenparameter in Slaterndherung erzeugt.
Letztere beschreibt annihernd die experimentellen Werte von Ragan.
Die weiter eingezeichnete diinne Kurve gibt die mit den SESAME-Daten
erzeugte Hugoniotkurve. Sie liegt zum groBen Teil auf den experimen-

tellen Werten. Diese streuen im Hochdruckbereich allerdings erheblich.

Wie in Kap. IV.3.2 besprochen wurde, erreicht man im Limes hdchster
Drucke mit einem StoB vierfache Kompression. Dies wird in Abb. 50
gezeigt. Hier ist die Hugoniotkurve wvon Aluminium Uber einen groBen
Druckbereich flr verschiedene theoretische Modelle gezeichnet. Zum
Vergleich sind die experimentellen Werte wie in Abb. 49 eingetragen.
Als Ausgangswerte fir die Rechnungen dienten Py = 2,7 g/cm3 und
To = 292 K = 0,0252 eV. Die diinne durchgezogene Kurve bei p/pO >~ 4
beschreibt das ideale Gas. Wie man sich leicht Uberzeugt, gilt sie fur
jedes Gas, das der Virialgleichung 3 PV = 2E genugt. Nur der To und
P zugeordnete Druck Po hangt hier von den Details der Zustands-
gleichung ab. Die gestrichelte Kurve gibt den Thomas-Fermi-Druck. Fur
(po, To) ist er bereits sehr hoch (~ 1,5 Mbar). Im Bereich p >
100 Mbar Ubersteigt er den Wert des idealen Gases und erlaubt maximale
Kompression p/p0 ~ 4,8 bei p = 1000 Mbar. Fur hohere Drucke nimmt
die Kompression wieder ab und erreicht ihren Ilimitierenden Wert
p/po = 4. In Abb. 50 ist noch eine zweite Vorhersage des statistischen
Modells eingezeichnet, die Inhomogenitats- und Austauschkorrekturen
berlicksichtigende "Thomas-Fermi-Kirzhnits Kurve" (strichpunktiert).
Sie 1aBt sich Uber den Zusammenhang von StoBR- und Teilchengeschwin-
digkeit leicht erstellen [101]: D = 4,14 + 1,203 up + 154-10-6 us. Die
Geschwindigkeiten sind dabei in km/s einzusetzen. Die dicke durch-
gezogene Kurve zeigt die mit den SESAME-Daten erzeugte Hugoniot-

kurve.

Im Vergleich zum idealen Gas erkennt man, um wieviel weniger Kom-
pression eine Austauschkrafte berlicksichtigende Zustandsgleichung fir
Festkdrper im Bereich p < 100 Mbar erlaubt. Da in hydrodynamischen
Simulationsrechnungen noch teilweise die ideale Gasgleichung benutzt
wird, kann dies bei der Vorhersage hydrodynamischer Effekte zu

erheblichen Anderungen fiihren [107].
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Abb. 48:

plp,

Griineisenparameter flr Aluminium. Der ASW-Elektronendruck wurde be-
nutzt, um T in Debye-N&herung flr verschiedene Modelle zu berechnen:
0 Slater (m = 0), O Dugdale-McDonald (m = 1), & Zubarev-Vashchenko
(m = 2). Die unterbrochene Kurve zeigt das mit T-abhangigem Druck im

Slatermodell berechnete I' entlang der Hugoniotkurve.
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Vil. Helium

Nachdem wir bisher mit Lithium und Aluminium nur Metalle betrachtet
haben, sollen in diesem Abschnitt T = 0 Resultate flr das Edelgas
Helium gezeigt werden. Wie wir sehen werden, erhadlt man gute
Ubereinstimmung von QSM und quantenmechanischer ASW-Rechnung ab
dem Bereich, in dem Helium metallisch wird, also 1s- und 2p-Band zu

Uberlappen beginnen.

Helium mit zwei Elektronen hat bei normaler Dichte (gHe 2 P,
= 0.08 g/cm3; gHe SN 0.14 g/cm3) nur das 1s-Niveau besetzt. Deren
Verteilung auf nur ein Energieniveau |3aRt die Annahme einer
statistischen  Verteilung erst bei hohen Drucken gerechtfertigt
erscheinen. Obwohl gHe experimentell bei niedrigen Temperaturen
suprafluid wird, lieBen wir damit verbundene Komplikationen in unseren
Rechnungen auBer acht. Uber den gesamten Dichtebereich legten wir
eine Festkdérpersymmetrie mit hcp-Struktur zu Grunde. In Abb. 51 sind
die Energiebander flir Helium gezeichnet. Es wurden nur 1s-und
2p-Band berlcksichtigt. Sie sind von Anfang an miteinander hybri-
disiert gerechnet. Das 1s-Niveau verbreitert sich zu einem Band fur
Dichten p 2 0,3 g/cm3‘ Das 2p-Niveau ist schon bei der Kkleinsten
gerechneten Dichte p = 0,1 g/(:m3 zum Band aufgespalten. Mit zu-
nehmender Kompression verbreitert es sich und wandert zu hdherer
Energie. Bei p = 12,1 g/cm3, einem Wigner-Seitz Radius r = 0,915 ag
entsprechend, beginnt es mit dem 1s-Band zu Uberlappen. Dadurch
wird Helium leitend. In einer 3lteren Arbeit wird r = 0,91 ag angegeben
[108]; das ist in guter Ubereinstimmung mit unserer Rechnung. Es ist
auch interessant mit einer alten, einfachen Abschatzung von Herzfeld  zu
vergleichen [109]. Danach tritt Metallisierung dann ein, wenn das
molare Volumen gleich oder kleiner dem molaren Brechnungsindex der
Gasphase R wird. Mit R = 0,518 cm3/mol fur Helium [109] erhalt man
die Metallisierungsdichte zu p = 7,8 g/cm3.

In Abb. 52 zeigen wir die T = 0 Druckzustandsgleichung. Hier werden
einige Versionen des statistischen Modells mit der ASW-Rechnung ver-
glichen. Der Metallisierungsdichte p = 12,1 g/c:m3 entspricht ein
ASW-Druck von P = 110 Mbar in guter Ubereinstimmung mit Young et

al. (P = 112 Mbar) [110]. Die in Abb. 52 eingezeichnete Gerade zeigt



- 126 -

5/3

den Druck des idealen Fermigases p ~ p . Die darunterliegende Kurve
wurde mit dem TF-Modell errechnet. Beide Kurven zeigen erhebliche
Abweichungen voneinander und von der ASW-Kurve. Diese wird auch
mit Ergebnissen des QSM-Modells verglichen. Sie sind mit —. gekenn-
zeichnet. Die Austausch- und Gradiententerme bringen eine wesentliche

Druckreduzierung.

In Abb. 53 zeigen wir den Druck relativ zum TF-Druck. Die durchge-
zogene Kurve gibt den ASW-Druwk. Die darilberliegende gestrichelte
Kurve wurde mit QSM errechnet. Gute Ubereinstimmung der Vorher-
sagen des statistischen Modells mit ASW-Resultaten erhalt man fur
p 210 g/cm3. Dies entspricht in etwa der Dichte ab der 1s- und

2p-Bander Uberlappen und Helium metallisch wird.
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Abb. 51:

Energiebinder wvon Helium unter Kompression. 1s und 2p Band

3
liberlappen bei p 2 12.1 g/cm”.
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Modellrechnungen (---  Fermigas, TF, —- — QSM'_ch) und

3

ASW-Rechnung (
entspricht der Druck P = 110 Mbar.

). Der  Metallisierungsdichte p = 12,1 g/cm
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VIl Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit noch

einmal zusammengefat und die aufgezeigten offenen Probleme
dargestellt.
VI Zusammenfassung

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit wurden vom Fermigas ausgehend die
verschiedenen Na&herungen im statistischen Modell im gemeinsamen
Rahmen des Dichtefunktionalformalismus formuliert und die Stufen der
Naherung als systematische Berucksichtigung verbesserter Ndherungen
flir Potential und kin. Energie dargestellt. Es wurde angesprochen, daf3
eine systematische Berucksichtigung von Dichteoszillationen im
statistischen Modell nicht moglich ist, sondern nur durch wellenme-
chanische Behandlung des Terms der kin. Energie. Zwei bisher oft
zitierte Ansadtze von Kirzhnits et al. und Zink, die die Schwierigkeiten
Uber die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsbedingungen zu umgehen
versuchen, wurden besprochen und 2zum erstenmal am konkreten
Beispiel Lithium quantitativ und qualitativ als unhaltbar widerlegt. In
Kap. IlIl wurde der temperaturabhangige Dichtefunktionalformalismus flr
wechselwirkende Vielelektronensysteme referiert und unseres Wissens
zum erstenmal vollstandig mit temperaturabhangigen Formeln fur Gesamt-
energie und Druck dargestellt. In diesem Zusammenhang wurde ein von
Gupta und Rajagopal berechnetes T-abhangiges Austauschpotential in
neuer (auch wvon Perrot et al. gefundener) Form als Funktion von
Fermiintegralen geschrieben. Damit wurden neue Formeln fur den
entsprechenden Entropieanteil und den Anteil zur kin. Energie

abgeleitet.

Eine Methode zum Loésen der Grundgleichungen des Dichtefunktional-
formalismus (der Kohn-Sham-Gleichungen) far Bandstrukturen,
die ASW-Methode, wurde zum erstenmal temperaturabhangig zur

Berechnung von Hochdruckzustandsgleichungen benutzt.

Es wurde die Zustandsgleichung fur Lithium mit den oben beschriebenen
Methoden ((ber den gesamten Dichtebereich und flr Temperaturen

bis T = 10 eV untersucht. Fir die T = 0 Isotherme wurde eine Druck-
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anomalie im Bereich 3 £ p £ 30 Mbar gefunden und auf die Valenzband-
umordnung 2s » 2p zurlckgefihrt. Es wurde gezeigt, daBl solche Um-
ordnungen notwendig beim druckinduzierten Ubergang vom Atom zum
Fermigas stattfinden missen. FiGr T > 0 wurde die ausgleichende
Tendenz des thermischen Elektronendruckes gezeigt, die sich hier in
einer Druckanomalie ch—;fL<0 (des elektronischen Anteils der Zustands-
gleichung) &uBert. Sie wurde auf den gemeinsamen Ursprung der
Valenzbandumordnung zurulckgefiuhrt. Es wurde der Grineisenparameter
[ in der Debyendherung aus dem Elektronendruck berechnet. Die
Valenzbandumordnung bewirkt hier starke Oszillationen im Vergleich zum
glatten Verlauf des im statistischen Modells errechneten Grineisen-
parameters. Dabei zeigte sich, daB die Benutzung eines T-abhangigen
oder T-unabhangigen Gruneisenparameters zu unterschiedlichem Ver-
halten der Zustandsgleichung fihrt. Im zweiten Fall erhdlt man einen
Phasenubergang fur T 2 2 eV, im ersten Fall nicht. Die Ergebnisse
wurden mit einem glatten aus Pseudopotentialrechnungen stammenden

Gruneisenparameter verglichen.

Es wurde gezeigt, dal die Abweichungen der verschiedenen Griineisen-
parameter ' zu drastischen Unterschieden in der Hugoniotkurve im
Bereich 1-10 Mbar flihren. Dort wurden bisher keine Experimente
durchgefihrt. Die starke durch die Anomalie in der T = 0 Druckiso-
therme bedingte Oszillation im Griineisenparameter fiihrt auf einen
Phasenubergang. Dieser zeigt sich im us-up Geschwindigkeitsdiagramm
der Hugoniotkurve als Knick. Eine experimentelle Untersuchung dieses

Effekts ware wlunschenswert.

Weiter wurden Rechnungen flur Aluminium durchgeflihrt. Hier ergab sich
eine entsprechende Druckanomalie, diesmal durch die Valenzbandum-
ordnung 3s3p » 3d initiiert. ErwartungsgemaB war sie viel weniger
ausgepragt als bei Lithium. Es wurde auch mit der SESAME-Zustands-
gleichung verglichen. Sie steht hier, anders als bei Lithium, in sehr
guter Ubereinstimmung mit der ASW T = 0 Isotherme. Es wurden einige
T-abhangige Rechnungen durchgefihrt. Der Vergleich mit SESAME zeigt
gute Ubereinstimmung der Daten flir T = 4 eV und kleine Abweichungen
fur T = 12,5 eV. Es wurde die Hugoniotkurve mit temperaturabhangigem
und temperaturunabhdngigem Gruneisenparameter in Debye-Naherung

berechnet.
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Als einziges Nichtmetall wurde Helium untersucht. Unter Druck wird es
bei p = 12,1 g/cm3 und P = 110 Mbar leitend. Der Vergleich mit der
QSM-Rechnung zeigte, daB die quasiklassische Rechnung etwa ab dem

Bereich gute Ergebnisse liefert, in dem Metallisierung eintritt.

An den Beispielen Lithium und Aluminium untersuchten wir die elek-
tronische Struktur unter Druck etwas ausflihrlicher. Als allgemeine
Erkenntnis 13Rt sich festhalten, daB das statistische Modell (QSM) im
Vergleich mit ASW den Druck zwar schon fruh relativ gut beschreibt
(He: p 2 100 Mbar; Li: p 2 30 Mbar; Al: p 2 380 Mbar), aber die
Energiebander und damit die Zustandsdichte auch fir sehr hohe Drucke
(z.B. Al p> 104 Mbar) noch strukturiert sind (Energiellicken) und

stark vom Fermigasverhalten E ~ k2 bzw. Z(E) ~ JE abweichen.

Vill.2 Ausblick

Im Verlauf der Arbeit zeigte sich, daB ein Hauptproblem bei der Er-
stellung temperaturabhangiger Zustandsgleichungen die richtige Berlck-
sichtigung des Gitters bildet. Wir benutzten fir das Gitter, einer Reihe
von Arbeiten folgend, die Mie-Grlineisen Zustandsgleichung in Debye-
Naherung; der elektronische Beitrag wurde wie bei T = 0 mit einem
fixierten Gitter gerechnet. Die allmadhliche Zerstorung der Gitterordnung
mit zunehmender Temperatur ist in dieser N&herung nicht berlck-
sichtigt. Fir hohe Temperaturen (dichtes Plasma, T >> 10 eV) sollten
sich die lonen wie ein ideales Gas verhalten, was durch die hier ge-
wahlte Beschreibung nicht richtig wiedergegeben wird. Es liegt auf der
Hand, daB die Bandstruktureffekte, die in dieser Arbeit diskutiert
wurden, eng mit der Annahme eines eingefrorenen Gitters verbunden
sind, und die Glltigkeit der hier benutzten Methode 2zu hdheren
Temperaturen hin begrenzt ist. Eine befriedigende theoretische Be-
schreibung im Ubergangsbereich der lonen zwischen geordnetem Gitter
und ungeordnetem Gas ist uns nicht bekannt. Dies scheint uns ein

lohnendes Thema fur kunftige theoretische Arbeit zu sein.

Auf der anderen Seite macht die hier vorgelegte Arbeit erneut das

grundlegende Interesse an Hochdruckexperimenten im Bereich Uber
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1 Mbar deutlich. Hochleistungslaser bieten zur Zeit neue Mdglichkeiten
fiir StoBwellenexperimente im Druckbereich 1-100 Mbar. Wir schlagen an
dieser Stelle Hugoniot-Messungen an Lithium vor, um die in dieser
Arbeit postulierten Anomalien der Zustandsgleichung bei p = 5-10 Mbar
einer experimentellen Priifung zu unterziehen. Das Abflachen der T =0
Druckisotherme setzt bereits im Bereich 3-5 Mbar ein. Dieser wird
moglicherweise in absehbarer Zeit flr statische Druckexperimente
(Diamantstempel) zuginglich [75]. Damit h&tte man die Moglichkeit, die

T = 0 Anomalie bei Lithium wenigstens teilweise zu messen.
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Anhang |

Parametrisierung der Fermi-Dirac-Integrale

Das Fermi-Dirac-Integral s.ter Ordnung ist folgendermafRen definiert:

oo :d
Y Y

L(w) =5 [ =52

s (&) 5_/0 o7~ % /|
weiter gilt fir s > 0:

d T Y =« T g1
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Fuar s = =-1/2, 1/2, 3/2, 5/2, 7/2, 3, 4 findet man tabellierte Werte von
-4 < a £20in [25].

Es gelten folgende Entwicklungen:
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Im Bereich -1 £ a £ 9 konvergieren die Entwicklungen senr schlecht.

Dort wurden folgende Naherungen benutzt:

(1) fur s = -1/2

-1 £ a £0:
-/ E -
Ly (o) = 0605 +0,381642 « + 6 35F57 A0 k2 =4 064 0240 o’

- 360862 40 3"

o
IIA
3
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w

-2 3
J-A, (o()‘O 05 +037648x + 6,37565- A0 > -2, 714 84+ 10 2
+2, 76677 A0 A"

9:

Ty (x) = O4t26505 +0,6108 746 - 5636959 40 "o
4

w
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[
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/

-~

= iy
+3 727426 408 4026696 40
Der absolute Fehler £ im Vergleich zu [25] ist ¢ < 3 - 10_’4, meist sogar

e<1-104

(2) fur s = + 1/2 (siehe auch [28])
-1 0:
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T, () = 0765143758 + 0605240048 + 0488240162 o
+2,3252f1?4-40"lo<3 -6, 78702314 AD ! -5 5335488740 ro"-
3<acs09:

T, ()= 0854256046 ~0ut2650509 & + 0, 305 265 805 *
A 4

~ - =3
4 8383865Y A0 o’ +9,31856583 A0 = '-2,0533 2162 - 40



- 136 -

Der Fehler ist € < 6 - 10_5"

(3) firs =3/2

-1 0:

IA
A

o

T, (o) = 086718357 + 0, 76483317 + 0, 30131082 ™

" - -3 £
06552 818 AT oE+ A4 FUSO4F A0 R + 62540 'u

0= a

IA

3:

T3, (4)= 026716257 + 0, 76604148 + 0,233 44899 x©
= - s
6 FABIAR A0 +2, 3975735 4O " — 5,27 448 - A0 .

32 9:

IA

Ty () = 03421736 + 0 ¥19756 32 + 028232493 e
; ~ : -
+87L04631-40 " x*-2,8333263 40 > + 6,166 238 -40 &

Der Fehler ist € < 2 - 10_4, meist sogar £ < 1 - 10-4

(4) Parametrisierung von

30 = [ (L () dx

/2.

oS ~1:

Yo
) = 2 &*% -0 4T 10452 e +0 413675135 e

~

-0363233316 ™ + 0322477884 e®% - 0283471763

q
. 0,262452624 ¥ -0 240027487 ¥ « 0221135074 "™

0:

IA

-1

IA

o
J(x) =0,248858 + 0366025k + 023 087526 x*+7 414 77240
* 8/34/7783' 40_30<4 - 1683475 -40_3«5 - G/ 453 ,AO-Q“G

-5
4 91077 &7
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a £ 3
J(&) = 0242252 +0,366028  + 0, 2277704 x>+ A 5385240

A
IIA

4 948573405 - 2 4455729407 -2, 840474 40"
3

A 60433794077 48778372 40K +2 505592 407 o

3 sa & 9;
J(et) = 03783248 +0,1359394685x + O 270263224

+OADFY 544y @ ot 16557 023-40"%" +A4 54 12F2 A0
. s oz g E
-3, 6467302440 % +3 6553744077 -3 56722349 "

2.3

A AT 4227 - A0 "ot
9 < «a:
-2 2 T ol B A 17 S A 5
j(o() B ;C—CAL_ _3- /fn’ e 72 T x* * 288 ° ¥ +O/48777¢4'

3



Anhang Il

ASW - Matrixelemente

Definiert man fur € > 0:
- - ;
o v
=N - L+
'n‘/ - Ky\ ’V)L(
e 2 _ .
ch\L = K
—7 _ L+4
d%L = K,
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K. R)

o R)

2 (),

ad N
— n( K, T)
& O s

so gilt fur die Matrixelemente n # n':

CITNL) = S - 1)
Q'h) \Nﬂnl» Rz =, - —_ —_h
<’\/Ll '\/L/:?—ET (77& dn = dr >
~ Al
T "‘f""l"’ R}' — - _—y, =
IR oS (e - 57y
< jhl J ” ~—RL -7 ;m’ —»m _;n
(1 L>-6M-ém’ (JLdJL -J’L d«)é)
' o P
(NDINDY = (7d 7 - 77 d 7))
" d Rl —_ = ' n
<JL/NL”>= e - €. <()th1. -%:'dt/t
m¥ -,,*‘,4
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]
Man beachte, daB sich { NC NC } in der Sekulargleichung (66) gegen
nl
L

den letzten Term in < Jn N

L > wegklrzt.

jﬂ bezeichnet die spharische Besselfunktion, Ny die spharische Neu-
mannfunktion.

1
JMund N kennzeichnen die zugehorigen Basisfunktionen. Die jeweiligen
n

L L ,
augmentierten Funktionen sind mit JL bzw. NC benannt.

Fir n = n' erhalt man:

< 'jLM/ﬁL> = J _E-""I

/]

Mo _ d ” ™\
{/\]L 'NL'} - E BLL’<L(}

Die anderen Integrale der augmentierten Funktionen muf man numerisch

auswerten.

Fur € < 0 muB man in obigen Formeln die Neumannfunktionen durch

die Hankelfunktionen h,Q bzw. HE ersetzen.
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Anhang 111

Temperaturabhangiges Austausch-Korrelationspotential in LDA

In diesem Anhang wird das Austauschpotential von Gupta und Rajagopal
[68] gegeben. Die Formeln werden zum ersten Mal mit Fermi-Dirac-
Integralen geschrieben. Mit der Parametrisierung aus Anhang | kann
man sie damit in selbstkonsistenten Rechnungen on-Line benutzen.
Weiter werden die Austauschbeitrdage zu Entropie und kinetischer
Energie berechnet. Im zweiten Abschnitt wird eine einfache, grobe

Ndherung flr das Korrelationspotential von [68] gegeben.

(1) Austauschpotential

Gupta und Rajagopal erhalten fur den Austauschbeitrag zur freien

Energie:
N T =3 ! ~
tm] = ecoml Fi(d)

mit

L) b [ 2]

L. I b T

Ie Tor (3 mcin)t3
iﬁ(.’fj) = 4l
4 t ef.-o‘ +//

4 -3/2

bestimmt.

Mit der Transformation w = x2/t und z = y2/t erhalt man

FIG) = 5 [da [dw 2(w) 22) i /}—%7—%1

Dieses Integral 1a8Rt sich umformen zu [34]:

x(t)
Freey = 26 [ L0 ()] dx
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Dieser Ausdruck ist mit dem von Perrot et al. gefundenen

[68]. Damit erhidlt man das Austauschpotential:

a 0
Jhx [+] = d__{\ " b 7> = M c[m] F(t)
mit
2 4/3
/J..(L/)] =__er_c BEI’V?)
und
F(t) = fff? L, (x(t)

identisch

Der Verlauf von FI(t) und F(t) ist in Abb. 20 Seite 64 gezeigt. Die

Entropiedichte erhalt man aus

|
gl

3L [n]
S [ = - <&
xL’Y)- gT

p4V

-, A eoe L 3
S.imli = 7T ExLm] { Fity= Fi{é i}

und damit die Energiedichte zu

eln] =el[n]{ 2F@) - Fi(¢)]

Der Beitrag zur kinetischen Energie berechnet sich aus

>

o = 2 T, 1 -4l 7.7 - Fos
l(xa_f‘._i --5(1 LN QT,(LAJ T,S‘KL/U
zu
’[" i - — [l 7
Kelm] = | S lmy
bzw.

Kol = T (d? n(r) s, [nlr)]

Die Kkinetische Energie des Austauschanteils wird also

durch die Entropie gegeben.

vollstandig
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(2) Grenzverhalten

fir T > o
mit den asymptotischen Formeln aus Anhang | gilt:

] —3/’1) / / O\ oL _ 4y ’3/2
KR —> l/rL(g_r—l_L—t ) IA/,_\O‘) — e = 3_,?1{
und damit
C/‘rm /’?(1‘:) = —_2;[
T — oo
«
Urm  FI) =28 &"dx = o7
( = X =
I —> oo & —D 3*— 7
also
- 0 4
b folm] = eclol g
- o r
Lo pln] = g ] 53
(v
: - & o r -
Lom | $Seimi® € lnigy
T — 0o
far T » O:
w A — o — 2
( = S, 0 J- ———— a =
= ot (%) AN
o< / N\ 2
. , _
b [ (2 0C0) de = o
i -oo
und damit
Lo Fi(t) = limm F('(:)=/f'/
T—0 T—30
also
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(3) Korrelationspotential

Der von Gupta und Rajagopal [68] angegebene Ausdruck ist zu komplex

fir selbstkonsistente Rechnungen. Er wurde mit folgendem Fit ange-

nahert:
. 7 = " ESEW] + comsl —-JH[%]
‘{/(. [A"’J -
~~ + (OMS{.

wobei

-~ %‘2_ b4 ‘\3/2

N = Nxa2m T

comtt “’{, i

/ Fonl = 2 g~ | 2Ex

DH - ~ 3 i IKG i
41 X A 7 e*
s / r \ il (N,
€ im] =-0.04S5[(1+x*) 'Jn(4* 7)*‘ T K- 31 za,
X = '7? _.q_fv- 3 - ._i_
21 / 3 ©7% o)
Das daraus abgeleitete Potential p_ = d/dn(n-fc) und fc stimmen im
Bereich 1026 cm-3 < n < 1022 cm’ besser als 30 % und far
n = 1024 cm_3 besser als 10 % mit den bei Gupta und Rajagopal
gegebenen Werten Uberein.
Fur die Entropie
¢TIl =- ch[%-{

konnte der Fit nicht verglichen werden, da wir hierflir nirgends ta-
bellierte Werte fanden. Im Grenzverhalten T » 0 und T > ® strebt er
aber falsche Grenzwerte an. Dadurch ist obiger Fit zwar geeignet,
Druckkorrekturen zur Zustandsgleichung, nicht aber Energiekorrek-
turen, in die ja die Entropie eingeht, zu berechnen. Ein glnstigerer

Fit konnte im Rahmen der Arbeit nicht gefunden werden.
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