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Kapitel 1
Einleitung

Viele Vorgénge in der Natur und Technik werden durch die Erscheinung des de-
terministischen Chaos bestimmt. Sie sind nach ihrer mathematischen Beschrei-
bung deterministisch, d. h. daf} die exakte Kenntnis des Anfangszustandes die
genaue Vorhersage der zukiinftigen Entwicklung gestattet. Diese Entwicklung
hingt allerdings so empfindlich vom Anfangszustand ab, dafl schon der geringste
Fehler bei dessen Messung eine langfristige Vorhersage unméglich macht. Solche
Vorgénge, die zwar deterministisch aber praktisch unvorhersagbar sind, werden
als deterministisch chaotisch bezeichnet. Es handelt sich dabei keineswegs um
exotische Einzelfille. Deterministisches Chaos tritt in vielen nichtlinearen ma-
kroskopischen Systemen auf. Beispiele sind Wetter- und Stromungsvorgénge, die
Bewegung von Himmelskorpern, der Ablauf chemischer Reaktionen, Schwingun-
gen in elektrischen Schaltkreisen oder das Wachstum von Insektenpopulationen.

Auch mikroskopische Vorginge kénnen sehr komplex sein. Die Quantenme-
chanik, nach deren Gesetzen sie ablaufen, schliefit allerdings chaotisches Ver-
halten im eben erlduterten Sinn strikt aus. Dies liegt daran, dal zum Beispiel
zur zeitlichen Entwicklung quantenmechanischer Systeme wegen der Unschérfe
stets viele benachbarte Anfangszustinde beitragen. Bei der Betrachtung des
unterschiedlichen Verhaltens von makroskopischer und mikroskopischer Welt
stellt sich daher folgende Frage: Was entspricht dem deterministischen Cha-
os in der Quantenmechanik? Oder kurz: Was ist Quantenchaos? Die Antwort
liefert die Untersuchung von quantenmechanischen Systemen, die nach den Re-
geln der makroskopischen Physik deterministisch chaotisch wéiren: Obwohl diese
Systeme aus ganz unterschiedlichen Bereichen der Quantenphysik stammen, ha-
ben sie gemeinsame Eigenschaften, die als quantenmechanische Indikatoren von
deterministisch chaotischem Verhalten oder kurz als Quantenchaos bezeichnet
werden.

Makroskopische wie mikroskopische Systeme lassen sich in zwei Klassen ein-
teilen: Wenn sich verschiedene Bestandteile des Systems im Laufe seiner zeitli-
chen Entwicklung beliebig weit voneinander entfernen, heiffit das System offen,
andernfalls heiffit es gebunden. Quantenchaos in offenen Systemen unterscheidet
sich von dem in gebundenen. Experimentelle Untersuchungen beschréankten sich
bisher im wesentlichen auf gebundene Systeme.

Die vorliegende Arbeit beschreibt den ersten experimentellen Nachweis von
Quantenchaos in einem dreidimensionalen offenen System. Dazu wird der Pho-
toeffekt von einzelnen Rubidiumatomen unter dem zusétzlichen Einflufl star-
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Abbildung 1.1: Aufschnittzeichung der experimentellen Anordnung: Die einzel-
nen Atome aus dem Rubidium-Atomstrahl fliegen durch eine quaderférmige
Anordnung, in deren Innern sie gleichzeitig dem Einflufl starker magnetischer
und elektrischer Felder unterworfen sind: Das Magnetspulenpaar erzeugt ein
in Richtung des Atomstrahls weisendes Magnetfeld, und zwischen der inneren
Elektrode (orange) und der Mantelelektrode (griin) wird ein elektrisches Feld
erzeugt. Das den Photoeffekt auslésende Licht wird von einem Laser geliefert
und hat eine einstellbare Frequenz. Die Messung des Photoeffektes geschieht in
drei Schritten: (1) Jedes durch den Laserstrahl fliegende Atom absorbiert mit
einer von der Lichtfrequenz abhéngigen Wahrscheinlichkeit ein Photon aus dem
Laserstrahl und zerfillt dabei in ein Elektron (Photoelektron) und ein Rubi-
diumion. (2) Unter dem Einflul des Magnetfeldes und des elektrischen Felds
bewegen sich die Photoelektronen um die innere Elektrode. Beim Anlegen ge-
eigneter Potentiale an die rote und an die blauen Elektroden verlassen sie die
quaderformige Anordnung bei der roten Elektrode und werden so rdumlich von
den Rubidiumionen getrennt. (3) Wihrend Rubidiumionen und nicht zerfalle-
ne Rubidiumatome von einem Metallzylinder aufgefangen werden, trifft der aus
den Photoelektronen bestehende Photostrom auf einen Detektor und wird dort
nachgewiesen.



11

ker elektrischer und magnetischer Felder untersucht. Als Photoeffekt bezeichnet
man die Freisetzung von Elektronen bei der Bestrahlung von Metallen mit Licht.
Bei dem historischen Versuch wird eine Spannung an einen Plattenkondensator
angelegt, bei dem eine Platte mit einem Alkalimetall iiberzogen ist. Das Alkali-
metall wird dann mit Licht einer festgelegten Frequenz bestrahlt. Die durch den
Photoeffekt freigesetzten Elektronen kénnen bei geeigneter Polung der Span-
nung als Strom durch den Kondensator nachgewiesen werden. Der Photoeffekt
setzt allerdings erst ein, wenn die Frequenz einen fiir das Metall charakteristi-
schen Wert iibersteigt. Vor 100 Jahren erklidrte Albert Einstein dieses Phidnomen
und lieferte damit einen entscheidenden Beitrag zur Entwicklung der Quanten-
theorie. Diese Leistung wurde 1921 mit dem Nobelpreis gewiirdigt.

In dem hier durchgefithrten Experiment wird das Alkalimetall Rubidium
nicht auf eine der Platten aufgetragen, sondern fliegt in einem Strahl aus ein-
zelnen Atomen durch den Plattenkondensator (siehe Abbildung 1.1). Die Ato-
me sind dort einem elektrischen Feld ausgesetzt. Zusétzlich wird in Richtung
des Atomstrahls ein starkes Magnetfeld erzeugt. Wie beim historischen Expe-
riment werden die Atome nun mit Licht einer festgelegten Frequenz bestrahlt
und der Strom der freigesetzten Elektronen in Abhéngigkeit von der Lichtfre-
quenz gemessen. Unter den im Experiment verwirklichten Bedingungen ist das
Rubidium-Atom ein Beispiel fiir ein offenes quantenmechanisches System, das
nach den Regeln der makroskopischen Physik deterministisch chaotisch wére.
Nach theoretischen Vorhersagen duflert sich das Quantenchaos in solchen Syste-
men in einer ausgepréigten und besondere Eigenschaften aufweisenden Schwan-
kung des Stromes der freigesetzten Teilchen (hier Elektronen) mit der Energie
der die Freisetzung auslosenden Teilchen (hier Photonen). Diese Schwankung
wird auch als Ericson-Fluktuation bezeichnet und konnte im Experiment nach-
gewiesen werden. Eine Besonderheit des Experiments besteht darin, dafl iiber
die Stérke der dufleren Felder eingestellt werden kann, wie chaotisch sich das Sy-
stem nach den Regeln der makroskopischen Physik verhélt. Diese Moglichkeit
wird ausgenutzt, um auf eindrucksvolle Weise den theoretisch vorhergesagten
Zusammenhang zwischen deterministischem Chaos und den Fluktuationen des
Photostromes nachzuweisen: Je chaotischer das System nach den Regeln der
makroskopischen Physik war, umso stérker sind die gemessenen Fluktuationen.

Ericson-Fluktuationen wurden urspriinglich unabhéngig von ihrer Beziehung
zum Quantenchaos bei Anregungsfunktionen von Compound-Kern-Reaktionen
vorhergesagt und gemessen. Thre theoretische Beschreibung benétigt allerdings
lediglich den Rahmen der quantenmechanischen Streutheorie und keine weiteren
Annahmen, die das Auftreten von Ericson-Fluktuationen bei Streuvorgingen
auferhalb der Kernphysik ausschliefen wiirden. In diesem Sinne gelten Ericson-
Fluktuationen als universelle quantenmechanische Erscheinung. Trotzdem wur-
den sie bisher nur in der Kernphysik beobachtet. Die hier vorgestellten Mes-
sungen liefern den ersten Nachweis von Ericson-Fluktuationen auflerhalb der
Kernphysik und damit den lange erwarteten Beweis fiir deren Universalitét.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 wird der Begriff
der Ericson-Fluktuation eingefithrt und das Konzept des Experiments erldutert,
in den Kapiteln 3 und 4 wird die Theorie zu der im Experiment durchgefiihrten
Atomstrahlspektroskopie an Alkaliatomen entwickelt, die Kapitel 5 und 6 liefern
eine detaillierte Beschreibung des experimentellen Aufbaus. In Kapitel 7 wer-
den dann die Messungen ausfiihrlich dargestellt und diskutiert. Mathematische
Zusatzbetrachtungen sind in Form von Anhéngen beigefiigt.



Kapitel 2

Ericson-Fluktuationen

Zunichst wird der Begriff der ,,Ericson-Fluktuation* auf Grundlage seiner kern-
physikalischen Bedeutung kurz erléutert. Seine seit seiner Pragung weit {iber die
Kernphysik hinausgewachsene Bedeutung reicht bis in die noch junge ,,Quan-
tenchaos“-Forschung, die sich im wesentlichen der Suche nach Spuren von klas-
sischem Chaos in der Quantenmechanik widmet. Eine kurze Darstellung der
damit verbundenen Rolle der Ericson-Fluktuationen und der Wichtigkeit ih-
rer Messung eroffnet den unmittelbaren Zugang zum Kern der vorliegenden
Arbeit: Aufbau und Ergebnisse eines Experimentes zur Messung von Ericson-
Fluktuationen in einem atomphysikalischen System.

2.1 Geschichtlicher Hintergrund

Der Begriff der ,,Ericson-Fluktuation® geht zuriick auf zwei Veroffentlichungen
von Torleif Ericson aus den Jahren 1960 [Eri60] und 1963 [Eri63]. Er gehort
zum Erbe der die theoretische Kernphysik dieser Zeit prigenden Erforschung
von Kernreaktionen, bei denen die Vielteilchennatur des Kernes von wesent-
licher Bedeutung ist. Im Mittelpunkt stand dabei die Streuung von Neutro-
nen oder leichten Kernen an schwereren Kernen fiir Einschuflenergien im Be-
reich 100 keV...10 MeV. Zahlreiche Experimente lieferten hierfiir die sogenann-
ten Anregungsfunktionen, d. h. die Wirkungsquerschnitte in Abhéngigkeit von
der Einschuflenergie. Diese Anregungsfunktionen bestehen aus Lorentz-formigen
Spitzen. Wihrend diese bei niedrigen Einschuflenergien sehr schmal und gut
auflosbar sind, nehmen mit steigender Einschuflenergie Breite und Dichte zu,
bis sie sich schliellich so stark durchdringen, daf} sie ihre Auflésbarkeit verlie-
ren. Die Breiten wachsen dabei von unter 1 eV bis zu einigen 10 keV. Wird aus
den Breiten mit Hilfe der Energie-Zeit-Unschiirfebeziehung auf eine Zeitskala
7 fiir die ablaufenden Kernreaktionen geschlossen, so ergibt sich 7 ~ hA/I' ~
1071 ...1071% 5. Diese Werte liegen insbesondere bei niedrigen EinschuBenergi-
en um einige Grofenordnungen iiber der Zeitspanne 7y, die das eingeschossene
Teilchen im freien Raum benétigt, um eine Strecke von der Lénge des Durchmes-
sers des beschossenen Kernes zuriickzulegen. Dies wurde so gedeutet, daf sich
erst durch schnelle und vollsténdige Absorption des eingeschossenen Teilchens
ein hoch angeregter zusammengesetzter Kern (,,compound-Kern*) bildet, bevor
sich dessen Energie auf eine sehr verwickelte und daher langwierige Weise solan-
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ge unter den Nukleonen umverteilt bis eines oder mehrere von diesen den Kern-
kréften entfliehen kénnen. Diese Vorstellung trug den betrachteten Vorgéngen
die Bezeichnung ,,compound-Kern-Reaktionen“ ein. Die ihnen zugrunde liegende
quantenmechanische Dynamik ist zu kompliziert, um eine vollstdndige, nume-
risch auswertbare Theorie der Anregungsfunktionen zuzulassen. Deswegen wur-
den Modelle entwickelt, in deren Rahmen Modellannahmen die streutheoretische
Betrachtung soweit vereinfachen, daf§ zumindest die Beschreibung statistischer
Eigenschaften der Anregungsfunktionen moglich wird. Solche Annahmen bilden
auch die Grundlage fiir die Erklirung des Begriffes der ,,Ericson-Fluktuation®.

2.2 Begriffliche Kliarung

Ericson beschréinkt sich auf durch Neutronenbeschufl ausgeloste Reaktionen, in
deren Verlauf der Compound-Kern unter Emission eines Neutrons zerfallt. In
diesem Fall liefert eine quantenmechanische Ausarbeitung der Compound-Kern-
Vorstellung fiir die partiellen (d. h. kanalbezogenen) Anregungsfunktionen im
Schwerpunktssystem Ausdriicke der folgenden Form:

2

o (E) x % Y oewlY Jok (2.1)

~Fa,k
acA keZ E—-FEor+i 2

Dabei werden die GroBen {(aa,k; ok, La,k)}(a,k)eaxz lediglich durch eine Exi-
stenzaussage geliefert, d. h. es handelt sich um sogenannte freie Parameter der
Theorie. Der Hintergrund dieser Formel soll im folgenden kurz beleuchtet wer-
den.

Fiir Streuungen der Art a + A — B + b, bei denen alle Teilchen eigen-
drehimpulslos sind und in Eingangs- und Ausgangskanal jeweils mindestens ein
Teilchen neutral ist, kann aufgrund der Energieerhaltung eine allgemeine Dar-
stellung der Wirkungsquerschnitte durch die sog. T-Matrix angegeben werden.
Sie lautet im Schwerpunktssystem:

T 2
FB)= Y et D[ Tugmaner B (22)

IBb;mBb,lAa
Dabei ist FE die Gesamtenergie, m die reduzierte Masse und I, 4, lp5, myp Bahn-
drehimpulsquantenzahlen der Relativbewegung im Eingangs- bzw. Ausgangs-
kanal.! Die T-Matrix unterscheidet sich von der S-Matrix nur bei elastischer
Streuung a + A — A + a, und es gilt:

2

2
|T(le,me)<—lAa (E)| = |S(le,me)<—lAa (E) - 5Bb;Aa5le;lAa§mBh;0| (23)

Dabei ist 6 gy, 44 bei elastischer Streuung Eins und sonst Null. Falls die Elemente
der T-Matrix eine Darstellung durch einfache in der unteren Halbebene gelegene
Pole besitzen, ist (2.2) von der Form (2.1). Nichtverschindende Eigendrehimpul-
se stellen keine grundsétzliche Schwierigkeit dar. Dazu werden die Eigendrehim-
pulse im Eingangs- und Ausgangskanal zu den entsprechenden Kanaleigendreh-
impulsen gekoppelt. Bei festgelegten Quantenzahlen fiir die Eigendrehimpulse

IDiese Formel wird in [KK68] im Rahmen der sog. Kapur-Peierls-Theorie abgeleitet. Sie
kann aber auch allgemein iiber eine Rechnung in ,Impulsdarstellung® erreicht werden.
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in Eingangs- und Ausgangskanal bleibt (2.2) giiltig. Es miissen lediglich neue
Indizes hinzugefiigt werden. Um die Gesamtdrehimpulserhaltung ausnutzen zu
konnen, miissen dann in Eingangs- und Ausgangskanal drei Drehimpulse ge-
koppelt werden (,,Bahndrehimpuls+Kanaleigendrehimpuls“). Der Gesamtdreh-
impuls kann mit dem Drehimpuls des Compound-Kernes identifiziert werden.
Die Koppelung und Entkoppelung der Drehimpulse kann in einer recht umfang-
reichen Rechnung [KK68] durchgefiihrt werden und bestiitigt die Giiltigkeit der
Darstellung (2.1).

Auch ohne Rechnung 148t sich leicht erkennen, dafi die Darstellung (2.1)
mit den experimentell beobachteten qualitativen Eigenschaften von Compound-
Kern-Anregungsfunktionen im Einklang steht: Fiir jedes Paar (a, k) € A X Z
ist das Betragsquadrat des zugehorigen Summanden der inneren Summe ein Lo-
rentz-Term (auch ,, Breit-Wigner-Resonanzterm®) mit Energieschwerpunkt E, g,
Breite I'y ;, und (i. allg. komplexwertiger) Amplitude aq , d. h. sein Betragsqua-
drat liefert eine Lorentz-Kurve mit diesen Eigenschaften und der Hohe |aq, k|
Daher ist die Anregungsfunktion (bis auf einen zu 1/F proportionalen Vor-
faktor) als Betragsquadrat einer kohirenten Uberlagerung von Lorentz-Termen
eine Interferenzerscheinung. Wie prigend diese Interferenz in einem gegebenen
Energiebereich fiir die Gestalt der Anregungsfunktion ist, hingt davon ab wie
nah die Energieschwerpunkte der fiir diesen Bereich wesentlichen Lorentz-Terme
auf der Skala ihrer Breiten beieinanderliegen. Als Maf} dafiir gilt das fiir die-
se Lorentz-Terme bestimme Verhéltnis zwischen ihrem mittleren Abstand A
und ihrer mittleren Breite I'. Fiir A > T' sind Interferenzerscheinungen ver-
nachlissigbar, und die Anregungsfunktion wird durch klar aufgeloste Lorentz-
spitzen bestimmt. Die mit der Einschuflenergie zunehmende Durchdringung die-
ser Lorentzspitzen kennzeichnet den Ubergang in den Bereich mit A < T, in
dem Interferenzerscheinungen die bestimmende Rolle spielen. Die damals ver-
breitete Meinung war, dafl die Interferenz einer grofien Zahl von Lorentz-Termen
zu einem ,glatten“ Verlauf der Anregungsfunktion fithren sollte. Es blieb Eric-
son vorbehalten, dies zu widerlegen. Dabei setzt er fiir die unbekannten freien
Parameter in (2.1) Zufallswerte an und macht folgende Annahmen:

1. Amplituden, Energieschwerpunkten und Breiten haben statistisch unab-
héngige Verteilungen.

2. Die Verteilung der Breiten ist so schmal, dafi die Zufallsbreiten durch eine
Konstante I' ersetzt werden kénnen.?

3. Die einzelnen Lorentz-Terme durchdringen sich stark, d. h. A < T'.

Ein Ma#f fiir die statistische Verteilung der Schwankungen der Anregungsfunk-
tion um ihren Mittelwert ist die Autokorrelation C der Fluktuation o — (o):

Cle)=((a(-+e)=(a) - (6= (a))) (2.4)

Dabei bezeichnet (-) das iiber den untersuchten Energiebereich erstreckte Inte-
gralmittel. Nach einer recht aufwendigen Rechnung ergibt sich dann fiir A < T’

in guter Ndaherung:
1

N
1+ (5)

2I" kann als mittlere Zerfallsbreite des compound-Kernes aufgefafit werden.

C(e) (2.5)
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also eine Fluktuation auf der Skala der Zerfallsbreite des compound-Kernes und
daher i. allg. kein , glatter* Verlauf der Anregungsfunktion. Wichtig ist, dafl die
Bedeutung dieses Ergebnisses nicht darin besteht, daf3 es iiberhaupt Einschuflen-
ergiebereiche gibt, in denen die Autokorrelation der Schwankung Lorentz-formig
ist, sondern daf} dies insbesondere dort der Fall ist, wo die Annahmen (1) bis
(3) statthaft sind.

Ein experimenteller Nachweis, der diesem Umstand Rechnung trégt, ist schwie-
rig, da die Annahmen (1) bis (3) ihre Bestitigung im Rahmen von Messungen
in Form der Annahme (3) ausschliefen. Daher kann fiir eine gemessene Anre-
gungsfunktion nur festgestellt werden, ob sie mit Ericsons Beschreibung insofern
vertréglich ist, als ihr die Eigenschaft (2.5) zukommt und ihre Gestalt nicht im
Widerspruch zu (3) steht. Infolgedessen hat sich ein uneinheitlicher Gebrauch
des Begriffs des ,,Ericson-Fluktuation® eingebiirgert. Wahrend er in theoreti-
schen Uberlegungen meist dann Anwendung findet, wenn die Statthaftigkeit
einer Darstellung der Form (2.1) sowie der Annahmen (1) bis (3) hinreichend
erhéirtet worden ist, bezieht er sich in experimentellen Untersuchungen stets auf
den Nachweis, dafl einer gemessenen Anregungsfunktion die Eigenschaft (2.5)
zukommt, und ihre Gestalt nicht im Widerspruch zu (3) steht. In diesem Sinne
wurden Ericson-Fluktuationen 1964 gemessen [VBEHT64]3.

2.3 Universalitat

Ericsons Arbeiten sind insofern von universeller Bedeutung, als das Ergebnis
(2.5) lediglich eine Darstellung der Form (2.1) fiir die Anregungsfunktion und
die Giiltigkeit der Annahmen (1) bis (3) erfordert. Diese Voraussetzungen beste-
hen in guter Nédherung auch bei gewissen Streuvorgingen auflerhalb der Kern-
physik. Auf diese Weise fand der Begriff der ,Ericson-Fluktuation“ Eingang in
die Festkorper- und Teilchenphysik.

In der jiingeren Vergangenheit wurden von Bliimel und Smilansky Ericson-
Fluktuationen auch fiir solche quantenmechanischen Streuvorgénge vorherge-
sagt, fiir die es ein klassisches Modell gibt, das chaotisches Verhalten aufweist
[BS88]. Damit riicken die Ericson-Fluktuationen in den Brennpunkt der ge-
genwértigen Suche nach quantenmechanischen Entsprechungen von , klassisch
chaotischer Streuung*.

2.4 Klassisch chaotische Streuung

Stabilitdt und Chaos gehoren zu den bis heute fruchtbarsten Begriffsbildun-
gen der klassischen Mechanik. Sie gingen aus der Untersuchung langfristiger
Auswirkungen geringfiigiger Stérungen hervor. Solche Uberlegungen sind von
grundsétzlicher Bedeutung bei der Einschétzung der Vorhersagekraft physika-
lischer Modelle. Geschichtlich spielten sie seit den Anfingen der klassischen
Mechanik eine wichtige Rolle bei der philosophisch und religiés bedeutsamen
Frage nach der Stabilitdt des Sonnensystems [AM67].

Es gibt unterschiedliche Stabilitdtsbegriffe. Oft folgt die Einfithrung dem
folgenden Weg: Der Zustand eines Systems wird durch einen Punkt eines ge-

3Streng genommen erfiillen diese Versuche Ericsons Voraussetzungen nicht, da keine neu-
tralen Geschosse sondern Protonen verwandt wurden.
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eignet gewéhlten Phasenraumes X beschrieben. Die Bewegung des Systems
ist dann ein durch die Zeit parametrisierter Weg im Phasenraum. Befindet
sich das System zum Zeitpunkt ¢y im Zustand ¢ (Anfangszustand), so kann
fiir einen Zeitpunkt ¢ > ty die Antwort auf Stérungen des Anfangszustan-
des untersucht werden. Beim Ubergang zu infinitesimalen Stérungen wird die-
se Storungsantwort zu einer Eigenschaft des Punktes £. Um die langfristigen
Auswirkungen von Storungen zu klassifizieren, wird die zeitliche Asymptotik
(t — o0) der Stérungsantwort betrachtet. Dabei gilt ein Punkt des Phasenrau-
mes als instabil, wenn seine Stérungsantwort asymptotisch sehr empfindlich ist,
andernfalls wird er als stabil bezeichnet. Obwohl verschiedene Stabilitéitsbegriffe
benutzt werden [AMG67], vermitteln sie i. allg. fiir jeden Punkt des Phasenraumes
eine Einordnung in instabil oder stabil. Als chaotisch gelten dann Systeme, deren
Phasenraum vollsténdig oder tiberwiegend aus instabilen Punkten besteht.

Viele klassische Streuvorgingen konnen durch die klassische S-Abbildung
vollsténdig beschrieben werden. In diesem Fall ordnet die S-Abbildung jedem
einlaufenden Zustand £_ denjenigen auslaufenden Zustand &, zu, in den der
Streuvorgang £_ iiberfithrt. Werden einlaufende und auslaufende Zusténde zu
Teilmengen X_ bzw. Xy des Phasenraumes zusammengefaflt, so ist die S-
Abbildung eine Funktion §: X_ — X,. Fiir Streuvorgéinge, die auf diese Wei-
se durch klassische S-Abbildungen beschrieben werden, 148t sich ein Stabi-
litdtsbegriff auf folgende Weise einfiithren: Die zeitlich asymptotische Antwort
des Streuvorgangs auf eine Storung eines einlaufenden Zustandes £_ besteht in
der Anderung des Funktionswertes S(¢€_). Entsprechend gilt ein einlaufender
Zustand als instabil, wenn S bei £_ sehr starken Schwankungen unterworfen
ist. Damit ist die Einfithrung eines Instabilititsbegriffs auf die Klassifizierung
des lokalen Schwankungsverhaltens einer Funktion zuriickgefiihrt.

Ein Beispiel fiir ein bis zum AuBersten ausgebildetes Schwankungsverhalten
liefern Funktionen, deren Graphen? Fraktale sind. Ein Fraktal ist - grob ge-
sprochen - dadurch gekennzeichnet, dafl es Punkte besitzt, in deren Nihe seine
Struktur nicht aufgelost werden kann: Ganz gleich wie klein die Umgebung ei-
nes solchen Punktes auch gew#hlt und wie stark sie vergroflert wird, es ergibt
sich nie eine glatte ,strukturarme® Gestalt. Ist die Funktion die S-Abbildung
eines Streuvorgangs und (£-,8(¢-)) € graph (S) eine Punkt mit dieser Ei-
genschaft, dann wird £_ als instabil bezeichnet, andernfalls ist £_ stabil. Falls
es instabile Punkte gibt, wird der Streuvorgang als chaotisch bezeichnet. Fiir
diese Arbeit ist eine genauere Erkldrung des Begriffs des Fraktals nicht not-
wendig. Eine anschauliche Vorstellung von der Gestalt fraktaler Mengen liefern
geometrische Iterationsverfahren, die sicherstellen, dafl es beliebig kleine Teile
der erzeugten Mengen gibt, die bei Vergréflerung der Menge selbst &hnlich sind
(,,Selbstéhnlichkeit*). Die damit verbundene ,erfaibare Unendlichkeit* verleiht
diesen Fraktalen eine merkwiirdige Schénheit. Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel
fiir ein solches Fraktal. Weitere Abbildungen finden sich z. B. in [Man87].

Trotz der grofen Bedeutung von Stabilitdt und Chaos in der klassischen Me-
chanik, gibt es bisher keine allgemein anerkannte quantenmechanische Deutung
dieser Begriffe. Im Mittelpunkt der Forschung in Theorie und Experiment steht
daher die Suche nach quantenmechanischen Spuren klassisch chaotischen Ver-
haltens. Eine Schliisselrolle kommt dabei der Untersuchung von Alkali-Atomen

def

4Fiir eine Funktion f: X — Y ist der Graph von f die Menge graph (f) = {(=, f(z));z €
X}
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir eine fraktale Menge: Die ,, Koch-Schneeflocke“ ent-
steht aus einem gleichseitigen Dreieck durch folgendes Iterationsverfahren: Einer
der drei Eckpunkte wird als Ausgangspunkt ausgezeichnet und ein Umlaufsinn
festgelegt. Dann werden im Umlaufsinn die Strecken durchlaufen. Dabei wird
bei jeder Strecke folgende Anderung vorgenommen: Zuerst wird die Strecke in
drei gleich lange Teilstrecken aufgeteilt. Dann wird auf die mittlere Teilstrecke
ein gleichseitiges Dreieck aufgesetzt, dessen Spitze nach auflen weist und dessen
Seitenléingen gleich der Lénge der Teilstrecke ist. Schliefilich werden diejenigen
Bestandteile von Strecke und Dreieck, die sich iiberlappen, mit Ausnahme der
Randpunkte der Teilstrecke entfernt. Die Ankunft beim Ausgangspunkt bildet
das Ende eines Iterationsschrittes und liefert einen geschlossenen Streckenzug.
Dieser wird dann vom néchsten Iterationsschritt auf die eben beschriebene Wei-
se durchlaufen. Die unendliche Fortfithrung dieses Iterationsverfahrens liefert
die ,,Koch-Schneeflocke*.
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unter dem Einfluf} gekreuzter statischer elektrischer und magnetischer Felder zu.
Werden diese im Rahmen einer quantenmechanischen Einteilchentheorie fiir das
Valenzelektron beschrieben, so 1483t sich in dem entsprechenden klassischen Mo-
dell in Abh#ngigkeit dreier Grofien, ndmlich der Energie des Elektrons und der
beiden Feldstérken, jedes gewiinschte Stabilitéitsverhalten zwischen fast regulir
und vollkommen chaotisch verwirklichen, und dies gilt sowohl fiir den Energie-
bereich, in denen quantenmechanisch (quasi-)stationire Zustéinde vorherrschen,
als auch jenseits der quantenmechanischen Ionisationsschwelle.

2.5 Das Experiment

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Aufbau und Ergebnisse eines Experi-
mentes, mit dem das Alkali-Atom Rubidium (Rb) fiir einen Wertebereich der
drei Bestimmungsgrofien untersucht werden kann, der die vielfdltigen Stabili-
tétseigenschaften unter- und oberhalb der Ionisationsschwelle zugéinglich macht.
Es liefert Abschnitte der Anregungsfunktion fiir die Photoabsorption (,,Photo-
absorptionsquerschnittsspektren®) von Rubidium in gekreuzten Feldern. Dazu
wird in einer Hochvakuumapparatur mit Hilfe eines mit Rb im natiirlichen
Isotopengemisch befiillten Atomofens und Blenden ein gut kollimierter Rb-
Atomstrahl erzeugt. Ein darin enthaltenes Rb-Atom fliegt durch einen Bereich,
in dem eine supraleitende Spulen in Helmholtz-Anordnung eine magnetische In-
duktion parallel zur Flugrichtung und ein Plattenkondensator ein elektrisches
Feld senkrecht dazu erzeugt. Als Photonenquelle dient linear polarisiertes Licht
eines kontinuierlich betriebenen schmalbandigen Farbstoff-Lasers. Dessen Strahl
durchquert das Atom in einem Bereich, in dem die &ufleren Felder ihre gréfite Ho-
mogenitit aufweisen. Dabei bilden die Richtungen dieser Felder und die Strahl-
achse des Lasers ein rechtwinkliges Koordinatensystem. AnschlieSend wird ge-
messen, ob das Leuchtelektron des Atoms angeregt wurde. Zur Aufzeichnung
wird der Farbstoff-Lasers mit Hilfe eines Fabry-Perot-Interferometers frequenz-
stabilisiert. Dafiir wird die Leistung des Lasers vor (,, Ausgangsleistung®, P,) und
hinter dem Fabry-Perot-Interferometer (,, Transmissionsleistung“, P;) gemessen.
Der Quotient Q = P,/ P, ist die von der Frequenz abhiingige Transmissionsfunk-
tion des Fabry-Perot-Interferometers. Ein elektronischer Regelkreis vergleicht @
mit einem Sollwert (Jp und steuert mit einer zum Fehler () — )y proportiona-
len Spannung optische Elemente im Laser-Resonator nach, die dessen optische
Weglénge so dndern, dafl Q — Q¢ minimiert wird. Um die Laser-Frequenz bei ge-
schossenem Regelkreis &ndern zu konnen, kann die optische Weglénge des Fabry-
Perot-Interferometers mit Hilfe einer zwischen den Spiegeln des Interferometers
befindlichen galvanometrisch drehbaren Glasplatte geéindert werden. Das Spek-
trum wird nun wie folgt aufgezeichnet: Zunichst wird die absolute Wellenlénge
des stabilisierten Farbstoff-Lasers gemessen. Dann werden wihrend einer festen
Zeitspanne 7p die detektierten angeregten Atome gezihlt. Danach wiederholt
sich folgender Schritt: Erhohung der Laser-Frequenz um ungefahr 10 MHz durch
Anderung der optischen Weglinge des Fabry-Perot-Interferometers bei geschlos-
senem Regelkreis und anschlieende Zéhlung der detektierten angeregten Ato-
me wihrend der Zeitspanne 7p. Insgesamt wird dieser Schritt einige tausend
Mal durchgefiihrt. Fiir jede Laser-Frequenz wird das Transmissionssignal eines
weiteren Fabry-Perot-Interferometers ausgewertet. Da dieses ldngenstabilisiert
wird, ergibt sich ein Histogramm, das wohlbekannten Laser-Frequenzen die fiir
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sie wihrend einer Zeitspanne 7p ermittelte Zahl von Anregungsereignissen zu-
ordnet. Dieses Histogramm liefert bis auf eine Proportionalitdtskonstante die
Anregungsfunktion an den abgeschrittenen Frequenzwerten.

Eine so ermittelte Anregungsfunktion hingt von den statistischen Eigen-
schaften des Atomstrahls ab. Der Zustand eines einzelnen Atoms ist durch
die folgenden drei Daten gegeben: Isotopennummer, Schwerpunktsgeschwindig-
keit und Wellenfunktion der Relativbewegung vom Valenzelektron zum Kern.
Der Atomstrahl ist dann als statistische Mischung der so zusammengesetzten
Zusténde aufzufassen. Das beschriebene Experiment nutzt den Atomstrahl al-
lerdings in einer Weise, die in sehr guter Naherung die Anregungsfunktion eines
reinen Zustandes liefert. Wie dies gelingt und welche unerwiinschten Folgen da-
mit vermieden werden, wird ausfiihrlich in Kapitel 3 beschrieben. Hier sollen
nur die wichtigsten Punkte genannt werden.

Bei der Beschreibung der hier wesentlichen Atom-Feld-Wechselwirkungen
lassen sich Schwerpunktsbewegung und Relativbewegung entkoppeln. Allerdings
sind dann fiir jedes einzelne Atom die Werte von statischen und verédnder-
lichen Feldern maflgeblich, die im Schwerpunktsbezugssystem herrschen. Nach
der speziellen Relativitdtstheorie weichen diese von denen im Laborsystem ab
(,Doppler-Effekt“,  bewegungsvermittelter Stark-Effekt“ usw.) und die Abwei-
chungen kénnen in Form von Potenzreihen nach dem Verhiltnis V /¢ zwischen
der Relativgeschwindigkeit der beiden Bezugssysteme und der Lichtgeschwin-
digkeit entwickelt werden. Die GroBenordnung fiir v ist hier 10%...10% m/s.
Die oben beschriebene Anordnung gewihrleistet bei sehr guter Kollimation des
Atomstrahls, daf§ die Abweichungen trotz der breiten Geschwindigkeitsvertei-
lung der Atome im thermisch erzeugten Atomstrahl sehr gering sind. Die funda-
mentalen Eigenschaften der Atom-Feld-Wechselwirkungen im Schwerpunktssy-
stem mit festgelegten dufleren Feldern werden so in den Messungen bestmdoglich
aufgelost.

Die geringe Energieaufspaltung der Hyperfeinstrukturzustdnde des Grundzu-
standes (hier 5s) fithrt zu einer statistischen Mischung dieser atomaren Zustin-
de. Wihrend fiir die im Experiment verwandten Feldstidrken der Stark-Effekt
der Hyperfeinstrukturzustéinde mit der Hauptquantenzahl 5 vernachléssigt wer-
den kann, spielt der Zeeman-Effekt dieser Zusténde eine wichtige Rolle. Er hebt
ihre Drehimpulsentartung auf und koppelt jeweils nur Zustdnde mit denselben
Haupt- und Bahndrehimpulsquantenzahlen (n, ). Durch optisches Pumpen mit
einer Frequenz, die auf den Ubergang zwischen genau einem der statistisch be-
setzten Hyperfeinstrukturzustinde mit n = 5,1 = 0 des Rubidiumisotops ®°Rb
und einem Hyperfeinstrukturzustand mit n = 5,1 = 1 abgestimmt ist, 148t sich
ein nichtentarteter Zustand bevolkern, dessen Besetzung ohne optisches Pum-
pen vernachléssigbar ist. Dazu wird ein Dioden-Laser mit einer Wellenldnge um
780 nm benutzt. Von dem so erreichten Zustand wird dann die eigentliche Anre-
gung vorgenommen. Dazu wird der Farbstoff-Laser mit dem Farbstoff Coumarin
102 betrieben, so daf§ ein Durchstimmbarkeitsbereich von 467 bis 515 nm zur
Verfligung steht. Wihrend Licht dieser Wellenléingen keine Elektronenzusténde
mit n = 5, ] = 0 anregt, haben bei einer Wellenldnge von 479 nm die Pho-
tonen die Energie, die notwendig ist, um bei Abwesenheit externer Felder von
dem durch optisches Pumpen bevétlkerten Zustand die Tonisationsschwelle zu
erreichen. Damit kann ein grofien Bereich unter- und oberhalb der feldfreien
Tonisationsschwelle spektroskopisch untersucht werden, und die gemessene An-
regungsfunktion ist in sehr guter Niherung die fiir die Photoabsorption eines
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reinen Zustandes der Relativbewegung von Leuchtelektron und Kern.

Knapp unterhalb der feldfreien Ionisationsschwelle kann beim Anlegen ge-
kreuzter Felder mit geeigneten Werten fiir die elektrische Feldstdrke und die
magnetische Induktionsstirke im klassischen Modell mit chaotischer Streuung
gerechnet werden. Hier sollte das Photoabsorptionsquerschnittsspektrum daher
Ericson-Fluktuationen aufweisen. Dies konnte mit den durchgefiihrten Messun-
gen bestitigt werden. Die vorliegende Arbeit liefert damit nach Kenntnis des Au-
tors nicht nur die erste experimentelle Bestéatigung der Vorhersage von Bliimel
und Smilansky, sondern auch die erste Beobachtung von Ericson-Fluktuationen
fiir ein atomphysikalisches System iiberhaupt.

Hervorzuheben ist neben den soeben beschriebenen Besonderheiten die im
Rahmen dieser Arbeit erreichte hohe Stabilitit der drei Bestimmungsgréfen.
Dazu mufiten konstante und verénderliche elektrische und magnetische Streu-
felder in der Felderzeugungszone deutlich vermindert werden. Bei den optischen
Bestandteilen wurde ein hochstmogliche passive Stabilitét gewéhrleistender Auf-
bau verwirklicht. Auf dieser Grundlage kam ein eigens entwickeltes neuartiges
aktives Stabilisationsverfahren zur Anwendung. Dieses bewirkt bei Regelkrei-
sen, deren Fehlersignal durch synchrone Demodulation (,, Lock-In-Technologie®)
erzeugt wird, eine Verminderung des Rauschens und eine Verbesserung der Re-
gelungsdynamik. Der stabile optische Aufbau bildet auch die Grundlage fiir
die genaue Bestimmung der tatséichlichen Werte der Bestimmungsgrofien Pho-
tonenenergie, elektrische Feldstdrke und magnetische Induktion. Dies gelingt
durch die im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwirklichte Vereinigung von
hochauflésenden spektroskopischen Messungen, hochstauflésenden interferome-
trischen Verfahren zur absoluten und relativen Wellenléingenmessung und der
numerischen Berechnung von Stark- und Zeeman-Effekt. Bei den Messungen in
gekreuzten Feldern betragen die Stéirken der statischen Felder etwa 22 kV /m und
1...2T. Ihr tatséchlicher Wert wird mit hoher Genauigkeit bestimmt. Die rela-
tiven Fehler betragen etwa 2,5-1072 fiir die elektrische Feldstéirke und 5-107%
fiir die magnetische Induktionsstérke.

2.6 Einheitensysteme und Konstanten

Es werden drei Einheitensysteme verwandt:
1. SI

2. Elektrostatisches cgs-System: Die in dieser Arbeit benotigten Einheiten
dieses Systems sind gem#f Tabelle 2.1 festgelegt. Die Feinstrukturkon-
stante « ist dann o = €2 /he.

3. ,Natiirliches“ Einheitensystem des Wasserstoffatoms: Dieses Einheitensy-
stem wird in 3.1.5 eingefiihrt und entspricht im wesentlichen dem atoma-
ren Einheitensystem.

Die theoretischen Uberlegungen werden i. allg. in cgs-Einheiten durchgefiihrt.
Die ,natiirlichen” Einheiten werden lediglich als Bindeglied bei der Umrech-
nung von cgs- in SI-Einheiten benutzt. Dies erweist sich bei der Abschitzung
atomphysikalischer Effekte (besonders Kapitel 3) als sehr hilfreich. Schlieflich
ein wichtiger Hinweis zur Vorzeichenkonvention der Elementarladung: In dieser



2.6. EINHEITENSYSTEME UND KONSTANTEN 21

Einheit festgelegt durch
Grundeinheiten cm, g, s

Kraft Newton-Gesetz F =p

Ladung Coulomb-Gesetz  Fo = q1¢o lr’f__:lllg

(im Vakuum)

Elektrische Feldstérke, Lorentz-Kraft F=gq (E + 7 X B)
Magnetische Induktionsstirke | (im Vakuum)

Tabelle 2.1: Einfithrung der elektrostatischen cgs-Einheiten

Arbeit ist die Elementarladung e in allen Einheitensystemen dem Wert nach
positiv. Die Ladung des Elektrons ist also

qdElektron = —€ (26)

Bei séamtlichen experimentellen Auswertungen und numerischen Berechnungen
wurden als Werte der Naturkonstanten die ,,CODATA 2002“-Empfehlungen®
zugrunde gelegt.

5Die volle Bezeichnung lautet ,,The CODATA recommended values of the fundamental
constants of physics and chemistry based on the 2002 adjustment“. Die Werte finden sich
z. B. in[Lid04].



Kapitel 3

Alkaliatome in Aufleren
Feldern

Diese Kapitel liefert die Grundlage fiir die theoretische Beschreibung des Ex-
perimentes. Es wird ein effektives Ein-Teilchen-Modell fiir das Valenzelektron
des Alkaliatoms entwickelt, das die Schwerpunktsbewegung des Atoms nur noch
in Form von Parametern enthilt. Aufbauend darauf wird die Geometrie des
Experimentes erklért und die Wahl der experimentellen Parameter begriindet.
In diesem Zusammenhang werden die Groflenordnungen der unterschiedlichen
Wechselwirkungen angegeben, denen das Valenzelektron ausgesetzt ist.

Da im Experiment die Atome in Form eines thermisch erzeugten Atomstrahls
bereitgestellt werden, wird die Frage untersucht, inwiefern quantenmechanische
Messungen durch die statistische Verteilung der Parameter der Schwerpunkts-
bewegung beeinflult werden. Es wird gezeigt, wie dieser Einflul durch eine
geschickte Wahl der Geometrie des Experimentes soweit unterdriickt werden
kann, dafl er vernachlissighbar wird. Auf diese Weise kénnen die fundamentalen
Eigenschaften der Wechselwirkung eines ruhenden Atoms mit dufleren Feldern
im Experiment aufgelost werden.

In diesem Kapitel werden - soweit nichts Gegenteiliges gesagt wird - cgs-Ein-
heiten benutzt (siehe Tabelle 2.1).

3.1 Klassische Beschreibung

Die klassische Beschreibung wird zun#chst in Lagrange-Darstellung entwickelt.
Dieser Rahmen eignet sich besonders fiir relativistische Betrachtungen, die im
Zusammenhang mit den dufleren Feldern notwendig werden. AnschlieSend wird
zur Hamilton-Darstellung iibergegangen, deren kanonische Quantisierung das
quantenmechanische Modell liefert.

3.1.1 Lagrange-Funktion

In der klassischen Theorie eines Atoms werden Kern und Hiillenelektronen als
elektrisch geladene Punktmassen angenommen, die sich nur auf elektromagne-
tischem Wege beeinflussen. In nichtrelativistischer Ndherung wird diese Wech-
selwirkung elektrostatisch. Jede Punktmasse erfahrt dann zu jedem Zeitpunkt

22
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lediglich die elektrostatische Kraft, die durch das Feld der iibrigen Ladungen

vermittelt wird. Werden zusétzliche duflere elektromagnetische Felder im Labor-

system durch ein zweimal stetig differenzierbares Viererpotential (¢, A) gemifl
10A

E = -V¢p——— 3.1

c Ot (3:1)

B = VxA (3.2)

erzeugt, ergibt sich fiir die nichtrelativistische Lagrange-Funktion £ des Was-
serstoffatoms im Laborsystem:

1 1
L(rg,Te; Vi, Veit) = §va§( + §mevg +edx (|re — ril)

—QKﬁb (t,I'K) +€¢ (t7re)
+ax A (t,rg) - VTK —eA (t,r.) - % (3.3)

Der Index ,e“ bzw. , K“ kennzeichnet die Zugehorigkeit einer Gréfie zum Elek-
tron bzw. zum Kern. Also myx = m,, qx = +e und ¢ ist das vom Kern
erzeugte Coulomb-Feld:

e

¢x (fre — i) = | (3-4)

re — rgl
Die erste Zeile von (3.3) beschreibt das Wasserstoffatom ohne #uflere Felder. Die
iibrigen Zeilen enthalten den Einflul der dufleren Felder. Sie stammen aus der
relativistischen Theorie und erfahren bei der nichtrelativistischen Naherung kei-
nerlei Anderung [LL77]. Dieser Umstand wird spéiter eine wichtige Rolle spielen.
Es wird sich nédmlich als zweckmiflig erweisen, die Betrachtungen in einem Be-
zugssystem durchzufiithren, das sich gegeniiber dem Laborsystem gradlinig und
gleichformig bewegt. Bei der Beschreibung von Wechselwirkungen des Atoms
mit Laser-Licht enthalten die dufleren Felder elektromagnetische Wellen, die
sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Dies fithrt zu Schwierigkeiten, wenn
der Ubergang in das andere Bezugssystem auch fiir diese Felder durch eine
Galilei-Transformation beschrieben wird. Der Ausweg besteht darin, den Ein-
flul der duleren Felder (Zeilen zwei und drei von (3.3)) mit Hilfe von Poincaré-
Transformationen zu behandeln, wihrend Zeile eins von (3.3) den entsprechen-
den Galilei-Transformationen unterworfen wird.

Die Lagrange-Funktion kann auch fiir Atome mit hoherer Ordnungszahl Z
aufgestellt werden. Dazu miissen lediglich alle Terme, die m. oder g. enthal-
ten, durch Summen mit Z Summanden ersetzt werden, von denen sich jeder
auf eines der Z Elektronen bezieht. Zusétzlicher wird ein Term bendtigt, der
die elektrostatische Abstoflung der Elektronen untereinander beschreibt. Die-
ses (Z + 1)-Teilchen-System gestattet allerdings keine weitreichende analytische
oder numerische Untersuchung.

Bei Alkaliatomen besteht die Elektronenhiille aus einer stabilen Edelgaskon-
figuration und einem verhéltnisméfig schwach gebundenen Valenzelektron. Die
erfolgreichste Beschreibung solcher Elektronenkonfigurationen besteht in einer
Ein-Elektronen-Theorie fiir das Valenzelektron, bei der der Einflufl der Elek-
tronen der Edelgaskonfiguration lediglich in einer Abschirmung der Kernladung
besteht. Dazu wird die Edelgaskonfiguration durch eine zeitlich unverénderliche
kugelsymmetrische Ladungsdichte p um den Kern beschrieben, deren Gesamt-
ladung natiirlich [ p = —(Z — 1)e sein mufl. Entsprechend wird die klassische
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Bewegung des Valenzelektrons durch die Lagrange-Funktion (3.3) beschrieben,
wobei nun ¢x durch

o (|re — r|) = |L + / Mdi’w (3.5)

r. —rg| |re — /|

gegeben ist.! Fiir einen Kern mit A Nukleonen ist mg = Zmy, + (A — Z) my,.
Die nachfolgenden Uberlegungen sind daher fiir alle Alkaliatome giiltig.

3.1.2 Grenzfall unendlicher Kernmasse

Bei Alkaliatomen liegt die Kernmasse um drei (Wasserstoff) bis finf Grifenord-
nungen (Kalium, Rubidium, Caesium) tber der Elektronenmasse. Im Grenzfall
unendlicher Kernmasse vollzieht sich ein stetiger Ubergang zu einer Entkoppe-
lung von Schwerpunktsbewegung und Relativbewegung. Die Schwerpunktsbewe-
gung wird gradlinig und gleichformig und definiert so ein Intertialsystem.

Durch die Koordinatentransformation

(rcome) o (Ryr) & (PATEEIEE ) 35

ergibt sich mit der Bezeichnung M ' mik 4+ me fiir die Gesamtmasse und m =

mrme/(mg + me) fiir die reduzierte Masse die zu (3.3) dquivalente Lagrange-
Funktion?

1 1
LR,r;V,vit) = §MV2—|—§mv2—|—e¢K (r)

—W¢ (R, r; t)
+y) R, r;t) -V + I (R, r5t) -v (3.7)

mit
. o _me N mg
W, (R,r;t) = Zeqs(t,R —Mr> e¢<t,R+—Mr (3.8)
O (R = Z° _me) ¢ mK
) (R,r;t) = CA(t,R Mr) CA(t,R+ Mr) (3.9)
@ (R ppy — _MeZe _ e
ny Rrt) = - CA(t,R Mr)
mg e mg
1 A (bR ) (3.10)

und die Euler-Lagrange-Gleichungen nehmen nach kurzer Rechnung folgende

1Es kann aus der Kugelsymmetrie von p gefolgert werden, da8 auch die rechte Seite von
(3.5) nur vom Abstand |re — rg| zwischen Elektron und Kern abhingt und damit ¢x wohl-
definiert ist.

2Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind forminvariant unter umkehrbaren linearen Koordi-
natentransformationen.
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Form an:
.
v - W oy | omy) v
-~ TR OR OR
T
. oy | omy) omy (3.10)
OR. or Mn '
T
, o (r)  OWy oty oty
mv ‘o o V|| e (Y
T
oy | omy oy (312)
or or v ot '

Fiir ein Alkali-Metall mit Ordnungszahl A gilt mx = Zm, + (A —Z)m,, ~
1,8-103Am, > m, und die Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen hingen
stetig von 1/my ab, wobei der Wert 1/my = 0 zugelassen ist.® Fiir myg — oo
streben sie daher gegen die Losungen von

Vo= 0 (3.13)
9o (r) 0o (t,R+r) cIA(,R+r)
“or e Or + c ot

.
E{[aA(t;{H)] B 8A(t291:+r>} S(V4+v) (3.14)

mv =

c

Die Schwerpunktsbewegung wird also gradlinig und gleichférmig. Da wegen (3.6)
mit my — oo auch rx — R gilt, fillt sie mit der Bewegung des Kernes zusam-
men. Es gibt daher ein Ry mit

ri (t) = R(t) = Vt + Ro (3.15)

Damit konnen die sechs Euler-Lagrange-Gleichungen, die durch (3.3) erzeugt
werden, auf drei fiir die elektronischen Freiheitsgrade reduziert werden. Dazu
muf lediglich die Darstellung (3.15) fiir die Kernbewegung in die drei Gleichun-
gen fiir v, eingesetzt wird. Nach einiger Rechnung ergibt sich unter Ausnutzung
von (3.1) und (3.2):

00k (Jre — Vi — Ry))
e

or.

Diese Gleichungen lassen sich vereinfachen, wenn in das Schwerpunktsbezugs-

system iibergegangen wird. Wie bereits bemerkt, miissen in diesem Zusammen-
hang relativistische Betrachtungen angestellt werden.

meve =

—e|Et )+ V? % B (t,re) (3.16)

3.1.3 Relativistische Betrachtungen

Galilei- Transformationen fihren wegen ihrer nichtrelativistischen Natur zu feh-
lerhaften Ergebnissen, wenn die dufSeren Felder elektromagnetische Wellen ent-
halten, die sich mit relativistischer Geschwindigkeit ausbreiten. Daher werden

3Die stetige Abhiingigkeit ergibt sich wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigen-
schaften des Viererpotentials aus allgemeinen Sitzen iiber Differentialgleichungssysteme (siehe
z. B. in [Wal93], §12).
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die dufseren Felder den entsprechenden Poincaré-Transformationen unterwor-
fen.

In diesem Unterabschnitt werden die Bestimmungsgrofien der dufleren Fel-
der im Laborsystem mit einem tiefgestellten ,, L“ gekennzeichnet. Die Schwie-
rigkeiten einer Galilei-Transformation der Bewegungsgleichung (3.16) betreffen
lediglich die Lorentz-Kraft

e (EL n V? X BL> (3.17)

Sie muf relativistisch behandelt werden. Dies geschieht am einfachsten auf fol-

gende Weise: Der Ausdruck (3.17) ist die nichtrelativistische Néherung erster

Ordnung des raumlichen Bestandteils der Viererkraft fiir die Bewegung eines

Elektrons in dufleren Feldern. Der nicht genidherte Ausdruck lautet:

¢ (EL Ye g4 Yo BL> = —Spoyif (3.18)
(=P ‘

Dabei wird auf der rechten Seite, wie in der relativistischen Mechanik tiblich,
nach der Eigenzeit differenziert, und F ist der Feldstérketensor.* Diese Vierer-
kraft ist forminvariant unter Poincaré-Transformationen. Der Ubergang in das
sich mit dem Schwerpunkt bewegende Bezugssystem liefert daher den Ausdruck:

—€ A% v

wobei sich nun alle Gréflen auf das bewegte Bezugssystem beziehen. Fiir die
rdumlichen Komponenten lautet die nichtrelativistische N&herung erster Ord-
nung in v/c:
e (E +Yx B) (3.20)
c
Beim Ubergang in das Schwerpunktsbezugssystem sind daher in der Lorentz-
Kraft lediglich die Felder durch die transformierten Felder zu ersetzen. Diese

werden nun angegeben. Zur Vereinfachung werden die Bestimmungsgréfien der
Schwerpunktsbewegung geméaf

¥ = (V,Ry) (3.21)

zusammengefafit. Fiir statische homogene Felder gilt dann:

+1%(%)2 [BL _ (BL - ;) A EL] (3.23)

4Die Darstellung durch Vierervektoren und Vierertensoren hingt von den verwandten Kon-
ventionen ab. Hier ist die Signatur der Metrik +———, 2° = (ct, x), Eigenzeitdifferential dr =
/1 —v2/c2 dt, Viererpotential A® = (¢, A), Feldstirketensor Fn3 = 0Ag/0z% — 0Aq/0zP.
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Bilden die dufleren Felder im Laborsystem eine linear polarisierte monochroma-
tische ebene Welle, so lassen sich die zeitlich verdnderlichen elektrischen und
magnetischen Anteile wie folgt darstellen [BW86]:

E; (t,r) = Epcos(wrt—kr-r+¢p) (3.24)
By (t,r) = wikL X ELcos(th—kL-r+4pL) (3.25)
L

Die bewegungsvermittelte Mischung der elektrischen und magnetischen Felder
gemif (3.22,3.23) fithrt insbesondere dazu, daff bei einem rein elektrischen (ma-
gnetischen) Feld im Laborsystem, im bewegten Bezugssystem nichtverschwin-
dende magnetische (elektrische) Felder herrschen kénnen. Diese Felder werden
als ,,bewegungsvermittelt* bezeichnet. In der quantenmechanischen Beschrei-
bung fithren sie zu bewegungsvermittelten Stark- und Zeeman-Effekten.

Die Beschreibungsgrofien der Phase der linear polarisierten monochromati-
schen ebenen Welle im Schwerpunktsbezugssystem lauten:

1
Wy =wv = 72 (wL - V'kL) (3.26)
1-(%)
V'V
1 V'V wLV}
bk | 5 — = — 3.27
1_(%)2[<L V)V c c ( )
vx =9¢r, = ¢rL—Ro-kp (3.28)

Die Amplituden transformieren sich wie statische homogene Felder. Die Darstel-
lung (3.25) der magnetischen Komponente gilt dann auch fiir die transformierten
Grofien. Die Gleichung (3.26) beschreibt den relativistischen Doppler-Effekt, die
Gleichung (3.27) die relativistische Aberration.

Die Uberlagerung statischer homogener Felder und einer linear polarisier-
ten monochromatischen ebenen Welle stellt den allgemeinsten Fall dar, der im
Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung ist.

Werden die iibrigen Bestandteile der Bewegungsgleichung (3.16) der entspre-
chenden Galilei-Transformation unterworfen, so lautet das Endergebnis:

mev = eM —e|Es (t,r) + A Bs (¢, r)} (3.29)

Or c

Eine blofie Galilei-Transformation der Bewegungsgleichung (3.16) weicht davon
in den folgenden zwei Punkten ab:

1. Fiir statische homogene Felder entspricht ihr Ergebnis der nichtrelativisti-
schen N&herung erster Ordnung in v/c und V/c.

2. Fiir monochromatische ebene Wellen ergibt sich der Doppler-Effekt in er-
ster Ordnung in V/c withrend der Wellenvektor unveréndert bleibt (,,klas-
sischer Doppler-Effekt“). Dies fiihrt dazu, dafl die transformierten Felder
i. allg. keine Losung der Wellengleichung mehr sind. Ferner hat die klas-
sische Addition der Geschwindigkeiten fiir V -k < 0 tiberlichtschnelle
Ausbreitungsgeschwindigkeiten zur Folge.
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3.1.4 Hamilton-Funktion

Die unterschiedlichen Wechselwirkungen, denen das Valenzelektron eines Alka-
liatoms bei Gegenwart duflerer Felder ausgesetzt ist, werden durch verschiede-
nen Summanden seiner Hamilton-Funktion beschrieben. Dariiber hinaus erlaubt
die enge Verbindung der Hamilton-Funktion zur quantenmechanischen Beschrei-
bung im Zusammenspiel mit dem Bohrschen Atommodell eine formale, aber
anschauliche Abschitzungen der Bedeutung der unterschiedlichen Wechselwir-
kungen.

Um die Hamilton-Funktion anzugeben, die die Bewegungsgleichung (3.29)
liefert, sei (¢x, Ax) ein Viererpotential, das die Felder im Schwerpunktssystem
erzeugt. Dann ergibt sich die Bewegungsgleichung im Schwerpunktssystem aus
folgender Lagrange-Funktion:

1
Ls (r,v;t) = §mev2 + ek (1) + epx (t,r) — eAs (t,r) - % (3.30)
Die entsprechende Hamilton-Funktion lautet:
e 2
M (npit) = 3o [P+ SAn (61)] —eon () —eom(tr) (331

Nun wird in Hyx das Vektorpotential durch die Felder ausgedriickt. Die &ufleren
Felder sind im Laborsystem eine Uberlagerung von statischen homogenen Fel-
dern (Eg 1, Bo,r) und einer monochromatischen ebenen Welle (3.24). Das Vek-
torpotential (¢r, Ar) mit

¢r(t,r) = —Eor-r (3.32)

AL (t,r) = %BO,L XTr— WLELSiH(WLt—kL'I'—F(pL) (333)
L
erzeugt diese Uberlagerung. In dem durch 3 bestimmten Schwerpunktsbezugs-
system werden die Felder durch das Vektorpotential (¢s, Ax) erzeugt, das sich
ergibt, wenn in den Gleichungen (3.32) und (3.33) tiberall L durch X ersetzt
wird. In den jeweiligen Bezugssystemen erfiillen die Viererpotentiale dariiber
hinaus die Bedingung der Coulomb-Eichung:

V-AL,=V-As=0 (3.34)

Einsetzen des Viererpotentials (¢s, As;) in die Hamilton-Funktion Hs (3.31)
liefert nach kurzer Rechnung:

1
Hs (r,pit) = 5—p” —edu (1) (3.35)
+€EO,E .r (336)
+-° Bys- (rx )+L|B x r)? (3.37)
Imec O P 8moc2 O ’
- Ex  psin (wst — ks -1+ ¢x) (3.38)
Mews
2
—m (B072 X I‘) . EE sin (wgt — kz T+ @2)(339)
2
% _EZsin? (wst — kg T+ pox) (3.40)

2mews,
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Wichtig ist, dafl Hy, durch den Parametersatz
(Eo,Bo;h E) = (Eo,z,Bo,z;kz,Ez) (3.41)

eindeutig bestimmt ist und in diesem Sinne nur implizit von ¥ abhéngt. Daher
wird im folgenden der Index X weggelassen, wenn Mifiverstandnisse ausgeschlos-
sen sind. Die zeitunabhingige Hamilton-Funktion, die sich bei Abwesenheit des
Laser-Feldes und fiir verschwindende Schwerpunktsgeschwindigkeit V' ergibt,
wird noch eine wichtige Rolle spielen. Sie lautet:

H(r,p) = Hs(r,pit)lg, —ov—o (3.42)
1
= 2mep2—e¢K(r)—|—eE0~r
+-2 By (rx )+L|B x r|? (3.43)
2mec 0 P 8mecz 0 '

Ist ¢ das Wasserstoff-Kernpotential (3.4), so werden die entsprechenden Ha-
milton-Gleichungen auch als diamagnetisches Kepler-Problem bezeichnet.

3.1.5 Geeignete Einheiten

Weitere Untersuchung der Hamilton-Funktion Hyx, insbesondere die Abschit-
zung der Groflenordnungen der Wechselwirkungsenergien (3.36)-(3.40), werden
sehr viel ibersichtlicher, wenn sie unter Verwendung geeigneter Einheiten durch-
gefiihrt werden. Zur Einfiihrung dieser Einheiten wird vom Bohrschen Atommo-
dell fiir Wasserstoff im Grenzfall unendlich grofler Kernmasse ausgegangen.

Bezeichnung | Darstellung (cgs) Wert (SI)
'y m; h2e? 5,2017725-10"1"  m
VB hite? 2,18769142-10° ms~!
P meh™1e? 1,9928534-1072* kgms~!
Ig i 1,05457266-107%* m—2kgs!
Ry smeh—2et 2,1798741-1071% J
t m7 hie™4 2,4188843-10717 s
Ep m2h~4e® 5,1422083-10""  Vm!
Bgp m2ch—3e3 2,3505181-10° T

Tabelle 3.1: Die natiirlichen Einheiten des Wasserstoffatoms. Bis auf die Ener-
gieeinheit Ry handelt es sich um die sog. atomaren Einheiten. Die atomare
Energieeinheit ist das Hartree und gleich 2 Ry. (Die numerischen Werte wurden
auf Grundlage der ,CODATA recommended values“ von 1986 [Lid90] berech-
net.)

Die Bewegung des Elektrons auf der untersten Bohrschen Bahn weist ei-
ne ganze Reihe von Erhaltungsgréfien auf, deren Werte auf natiirliche Wei-
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se die Groflenordnungen atomphysikalischer Vorgéinge widerspiegeln und da-
her als Einheiten besonders geeignet sind. So wird der Kernabstand rg die
Lingeneinheit, und die Betriige vg, pg, Iz und Ry (,,Rydberg®) von Geschwin-
digkeit, Impuls, Drehimpuls und Energie liefern die meisten iibrigen mechani-
schen Einheiten. Als Zeiteinheit wird rg/vp vereinbart. Die Stirke des vom Kern
ausgehenden Coulomb-Feldes auf der untersten Bohrschen Bahn bestimmt die
Einheit Ep fiir die elektrische Feldstidrke. Und die Einheit fiir die magnetische
Induktion By wird so gewihlt, daf} bei einer magnetische Induktion dieser Stérke
die Zyklotronfrequenz des Elektrons gerade gleich seiner Umlauffrequenz auf der
untersten Bohrschen Bahn ist. Die Darstellung dieser Gréflen in cgs-Einheiten
und ihr Wert in SI-Einheiten ist der Tabelle 3.1.5 zu entnehmen.

Im folgenden ordnet ein hochgestellter Strich ,,/ einer physikalischen Grofie
ihren zahlenmé&fBigen Wert beziiglich der eben eingefithrten Einheiten zu. Fiir
die Lichtgeschwindigkeit ¢ bedeutet also ¢’ die Zahl ¢/vp = ch/e? = 1/a mit
der Feinstrukturkonstante a.

3.1.6 Skalierungseigenschaften

Im Falle des Wasserstoffatoms weist die Abhdngigkeit der Hamilton-Gleichun-
gen von den Parametern der duferen Felder eine Besonderheit auf. Die Menge
aller méglichen Parameter zerfillt in Untermengen, die folgende FEigenschaft
haben: Je zwei Parametersitzen aus einer solchen Untermenge ist eine Skalen-
transformation zugeordnet, die die Losungsmannigfaltigkeiten der zu den Para-
metersdtzen gehorenden Hamilton-Gleichungen ineinander tberfihrt. Die dar-
aus gezogenen Folgerungen dber das Stabilititsverhalten von Wasserstoff und
Rubidium bei unterschiedlichen Parametersdtzen bilden den Ausgangspunkt fir
die Planung des Fxperimentes.

In der Literatur wird das paramagnetische Kepler-Problem (3.42) behandelt.
Hier wird das Ergebnis dahingehend verallgemeinert, daf es die Anwesenheit
eines Laser-Feldes zuldfit. Dazu wird von dem allgemeinen Transformationsver-
halten von Hamilton-Gleichungen unter Skalentransformationen ausgegangen.

Sei D, x Dy, x Dy 3 (r,p;t) — H(r,p;t) eine Hamilton-Funktion (D,, D,
und D; kénnen einheitenbehaftet sein). Ein Paar linearer Abbildungen

1 1
D, xDp > (r,p) +— <;r, ;p) (3.44)

1
D3t = (3.45)

mit von Null verschiedenen u. U. einheitenbehafteten Konstanten p, m und
7 heifit Skalentransformation. Wird eine skalierte Hamilton-Funktion H(scaD
geméf

, .l
HE (s, qsu) = o (ps, mq; Tu) (3.46)

mit n = pw/7 eingefiihrt, dann sind die durch H erzeugten Hamilton-Glei-
chungen und die durch H®°) erzeugten skalierten Hamilton-Gleichungen in
folgendem Sinne dquivalent: Ein stetig differenzierbarer Weg

D oI5t (r(t),p(t) (3.47)
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ist genau dann Losung der durch H erzeugten Hamilton-Gleichungen, wenn der
skalierte Weg

%Dt 5 %1 5w (s (u), q (u) (%r (ru), %p (m)> (3.48)

Losung der durch H®°) erzeugten Hamilton-Gleichungen ist. Der Beweis ergibt
sich unmittelbar durch Einsetzen der Definitionen.

Wird beim Wasserstoffatom in externen Feldern eine von der Stérke der
magnetischen Induktion By abhingige Skalentransformation mit

< 15(B)) (3.49)
T py(By)? (3.50)
T Y ty(B)" (3.51)
n = 2Ry(By)° (3.52)

durchgefiihrt, dann lautet die skalierte Hamilton-Funktion:

SCa. 1 1 sca. ]-B 1
HEAD (s, qyu) = §q2—g+Eg l)-s—i-EB—z-(sxq)—i—g'—oxs

E(scal)

_ﬁ . qsin (w(scal)u _ k(scal) s+ @)
w(sca

| (B B |
3 <F§ : S) ey S0 (@ KO s 4 )

~ 2

1 E(scal) ' '

3 ( e | s (K s ) (353)
w

mit den skalierten Feldparametern

E((Jscal) g (B) (3.54

fo(scal)  def g (B}) (3.55

plscal) def (3.56
(

)
)
)
k(seal) Lk 3.57)
Die skalierte Hamilton-Funktion, ihre Argumente und alle skalierten Parameter
sind dann dimensionslos und die magnetische Induktion tritt nur noch in Form
des in ihre Richtung weisenden Einheitsvektors auf. Damit ist ein Parameter aus
der Gleichung eliminiert. Wegen ihrer Linearitéit 148t die Skalentransformation
das Stabilitdtsverhalten einer Anfangsbedingung invariant. Als Beispiel fiir die
Anwendung dieser Eigenschaft sei der Fall des Wasserstoffatoms ohne Laser-Feld
angefiihrt. Hier ist die Gesamtenergie £ des Systems eine Erhaltungsgréfie und
die Bewegung verlduft auf den Energiehyperebenen H = £ = const. Jede solche
Hyperebene ist durch einen Parametersatz P = (B, Eg; £) eindeutig bestimmt.
Die Skalentransformation bildet die durch den Parametersatz P = (Bo, Eg; )
bestimmte Hyperebene bijektiv auf die Hyperebene des skalierten Systems ab,
die fiir die skalierte magnetische Induktion B! = B(/By und das skalierte
elektrische Feld E(®) durch die Bedingung H®) = gical) — £/ gegeben
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ist. Deswegen wird £/n skalierte Energie genannt und mit £ bezeichnet.
Werden unskalierte und skalierte Hyperebenen mit den sie bestimmenden Pa-
rametersitzen identifiziert, vermittelt die Skalentransformation eine Abbildung
S von der Menge aller nicht skalierten Parametersitze mit By # 0 auf die
Menge Sy x R3 x R der skalierten Parametersiitze (Sy ist die Einheitssphére
im dreidimensionalen Raum und geometrischer Ort der skalierten magnetischen
Induktionen).

Gibt es auf einer nicht skalierte Hyperebene P = (By, Eg; &) chaotisches
Verhalten, so iibertrigt sich dies auf die skalierte Hyperebene P2 = S(P).
Da die Umkehrung der Skalentransformation wieder eine Skalentransformati-
on ist, weisen dann auch alle Hyperebenen Q chaotisches Verhalten auf, fiir
die S(Q) = P ist. Die Menge aller Hyperebenen mit S(Q) = PGl ist
(6Bo, B*/Eq; 4%/3€) mit 3 > 0:

S (13071:30;5) =S (Bo, E; &)

— 3B>0: (BO,EO;S) - (530,5%E0;5%5) (3.58)

3.2 Quantenmechanische Beschreibung

Das quantenmechanische Modell fiir die Beschreibung von Alkali-Atomen in
dufSeren Feldern beruht auf der klassischen Beschreibung im Grenzfall myg — oo.
Im FEinklang damit wird die Schwerpunktsbewegung micht quantisiert sondern
klassisch gemdfs (3.15) durch die Grifle ¥ = (V,Ryg) beschrieben.

Die elektromagnetischen Felder sind im Laborsystem durch den Parameter-
satz (Eo,r, Bo,r; kr, EL) gegeben und werden ebenfalls klassisch behandelt. Zur
Beschreibung des Zustandes eines Atoms dient daher ein Satz (3; ) aus den
Bestimmungsgroflen 3 der gradlinigen und gleichférmigen Schwerpunktsbewe-
gung und der elektronischen Wellenfunktion ¥ im Schwerpunktssystem.

Die kanonische Quantisierung der klassischen Hamilton-Funktion Hs (3.31)
liefert den Hamilton-Operator Hy;, der in Form der zeitabhédngigen Schrodinger-
Gleichung die quantenmechanische Bewegungsgleichung fiir die elektronischen
Freiheitsgrade im Schwerpunktssystem liefert.

3.3 Planung der Experimente

Die Wahl der experimentellen Parameter stiitzt sich auf die numerischen Un-
tersuchungen von Main und Wunner [MW92, MW94] zum Wasserstoffatom in
gekreuzten statischen homogenen elektrischen und magnetischen Feldern:

5

Diese Arbeiten behandeln also eine besondere Form des diamagnetischen Kepler-
Problems (3.42). Hier wie im folgenden werden Forderungen an die Geometrie
des Experimentes mit einem Rahmen versehen.

Sie widmen sich dem Energiebereich Iz = [—280 em™1; —220 cm’l] bei ei-
ner elektrischen Feldstirke von Ey = 5,14-10° V/m. Fiir verschiedene Stir-
ken der magnetischen Induktion (6T, 10,5T und 21 T) wird die quanten-
mechanische Anregungsfunktion fiir Laser-Anregung in den Energiebereich I¢
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durch stérungstheoretische Behandlung der Atom-Laser-Wechselwirkung be-
rechnet und auf Ericson-Fluktuationen iiberpriift. Bei By = 21 T weist die An-
regungsfunktion ausgepréigte Ericson-Fluktuationen auf. Dariiber hinaus wurde
das klassische Ionisationsverhalten des diamagnetischen Kepler-Problems fiir
einen Parametersatz nahe bei (B, Eo; € = —260 cm™!) untersucht und chaoti-
sche Streuung nachgewiesen.

Fiir Rubidium liegen bislang keine derartigen Berechnung vor. Trotzdem
kann bei den genannten Parametern mit dhnlichen Verhéltnissen gerechnet wer-
den. Rubidium und Wasserstoff unterscheiden sich in der theoretischen Beschrei-
bung lediglich im Kernpotential ¢x. Fiir Wasserstoff ist das Kernpotential ein
reines Kepler-Potential, das unter den kugelsymmetrischen Potentialen eine Son-
derstellung einnimmt: Mit dem Runge-Lenz-Vektor gibt es fiir die dreidimensio-
nale Bewegung im Kern-Feld eine weitere Erhaltungsgrofie, die dazu fithrt, dafl
jede gebundene Bewegung periodisch ist®. Diese ,,dynamische“ Symmetrie wird
bei Rubidium infolge der Abschirmung der Kernladung durch die Edelgaskon-
figuration gebrochen. Bei denselben Feldstiarken Ey, By und derselben Energie
& sollte daher Rubidium eher zu chaotischem Verhalten neigen als Wasserstoff.
Insbesondere sollte Rubidium bei solchen Parameterwerten (Ey, Bo;E) chaoti-
sches Verhalten aufweisen, bei denen sich schon Wasserstoff chaotisch verhélt.
Falls die Vorhersage von Bliimel und Smilansky [BS88] iiber den Zusammenhang
zwischen klassisch chaotischer Streuung und Ericson-Fluktuationen richtig ist,
sollte also bei Rubidium der experimentelle Nachweis von Ericson-Fluktuationen
bei den Parameterwerten (By, Eo; ) gelingen, bei denen Main und Wunner bei
Wasserstoff klassisch chaotische Streuung gefunden haben. Eine Stérke der ma-
gnetischen Induktion von 21 T kann allerdings mit dem im Experiment zur
Verfiigung stehenden supraleitenden Magneten nicht erzeugt werden. Den Aus-
weg weist die Skalierungseigenschaft des diamagnetischen Kepler-Problems (sie-
he 3.1.6). Mit § = 2/21 liefert (3.58):

By = 20T (3.60)
Ey = 2,23-10*V/m (3.61)
Ie = [-58,4cm™!;—45,9cm™] (3.62)

Im Experiment weichen die tatsichlichen Laborfeldstirken um weniger als 1%
von BO bzw. Eo ab, und das untersuchte Energieintervall ist in fg enthalten.
Den Arbeiten von Main und Wunner folgend werden auch Messungen bei einer
magnetischen Induktion geringerer Stéirke (~ 1,0 T und ~ 1,5 T) durchgefiihrt.
Einer elektrischen Feldstérke von Fy entspricht ein Stark-Sattel bei —91,4 cm™?,
also deutlich unterhalb des Energieintervalls I¢. Damit ist klar, dafl bei der
Elektronendynamik mit Ionisation zu rechnen ist.

3.4 Geometrie des Experimentes
Die fundamentalen Eigenschaften der Wechselwirkung eines ruhenden Atoms

mit statischen homogenen Feldern und monochromatischem Laser-Licht werden
durch Hs; mit ¥ = (0, 0) beschrieben. Entsprechend gehen die in Abschnitt 3.3

5Tatséchlich haben unter den dreidimensionalen kugelsymmetrischen Potentialen nur das
anziehenden Kepler-Potential und das harmonische Oszillatorpotential diese Eigenschaft
[Arn97].
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ausgefiihrten Uberlegungen von ¥ = (0,0) aus. Diese Bedingung ist im Rah-
men experimenteller Untersuchungen nur schwer zu erfiillen. Stattdessen muf}
meist von einer statistischen Verteilung fiir 3 ausgegangen werden. Dies trifft
insbesondere dann zu, wenn die Atome wie hier in Form eines thermisch er-
zeugten Atomstrahls bereitgestellt werden. Durch eine geeignete Geometrie des
Experimentes kann allerdings verhindert werden, dafl die fundamentalen quan-
tenmechanischen Eigenschaften in den Meflergebnissen infolge der Mittelung
iiber die klassische Verteilung fiir 3 nur unzureichend aufgelost werden. Dazu
muf fiir die gewihlten Parameter (EO}L,BOJJ;kL,EL) die durch die Schwer-
punktsgeschwindigkeiten V verursachte Abweichung Hv r, — Ho r, moglichst
klein werden.

3.4.1 Experimentelle Parameter

Der Wellenvektor k, weist in Ausbreitungsrichtung des Laser-Lichtes. Sein Be-
trag ist wegen ki, = wy/c = 2w /A, durch die Wellenldnge des Laser-Lichtes be-
stimmt. Diese betrégt fiir den Dioden-Laser etwa 780 nm und fiir den Farbstoff-
Laser etwa 480 nm. Die elektrische Komponente E, ist fiir lineare Polarisation
kollinear zur Polarisationsrichtung und ihr Betrag kann aus der Lichtleistung
abgeschéitzt werden. Wird mit einem Detektor, dessen empfindliche Fliche A
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung steht eine Lichtleistung P gemessen, so er-
gibt sich in SI-Einheiten:
A 2P

E= .
oo (3.63)

Diese Beziehung gilt fiir eine ebene Welle im Vakuum. Das Laser-Licht im Expe-
riment wird besser durch fundamentale Gaufl-Strahlen beschrieben, die in den
Atomstrahl fokussiert werden. Obwohl die Beziehung (3.63) in diesem Falle nicht
mehr streng giiltig ist, sollte sie die richtige Gréfenordnung von E im Fokus lie-
fern, wenn fiir P die i. allg. auerhalb des Fokus gemessene Strahlleistung und
A = rZ, eingesetzt wird, wobei r¢ der Radius der Strahltaille ist. Die experi-
mentellen Leistungswerte liegen bei 50 uW fiir den Dioden-Laser und weniger
als 10 mW fiir den Farbstoff-Laser. Wird fiir r¢ die typische Gréfenordnung
rg ~ 100 um angesetzt, so ergibt sich:

E ~1kV/m Dioden-Laser (3.64)
E <20kV/m Farbstoff-Laser (3.65)

Zwei experimentelle Parameter gestatten eine Abschitzung der statistischen
Verteilung der Schwerpunktsgeschwindigkeiten im Atomstrahl: Die Temperatur
des Atomofens T und die durch die Kollimationsblenden gerade noch gestatte-
te Winkeldivergenz a.. Vor der Kollimation wird fiir die Geschwindigkeiten der
Rubidiumatome die durch T' bestimmten Maxwell-Boltzmann-Verteilung ange-
nommen. Die Kollimation filtert dann aus dieser isotropen Verteilung die Ge-
schwindigkeiten heraus, deren Richtung mit der Kollimationsachse einen Winkel
von weniger als « bilden. Fiir a ergibt sich aus der Geometrie der Kollimations-
anordnung o < 5mrad. Die Betrige der Geschwindigkeiten haben die Dichte-
funktion

‘ M V2> (3.66)

M
JV) =dn (QWkT) VEexp <_ 2KT
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wobei M die atomare Masse und k die Boltzmann-Konstante ist. Fiir Mittelwert
(V') und Varianz AV der Geschwindigkeit ergibt sich dann:

W) % e (3.67)

AV = <(V—<V>)2> - (3—§>k—T: Se_1 V) (3.68)

w) M 8

Im Experiment wird das Rubidiumisotop 3Rb verwandt, und die Ofentempe-
ratur betragt ungefahr 440 K. Dementsprechend ergibt sich:

(V) ~330m/s (3.69)
AV ~ 140 m/s (3.70)

3.4.2 Zeitunabhingige Wechselwirkungen

Fiir die folgenden Abschitzungen erweist es sich als giinstig, ein rechtshindiges
Koordinatensystem zu wéhlen, in dem Eg ;, in Richtung der y-Achse und By,
in Richtung der z-Achse weist. Polar- und Azimutalwinkel beziiglich dieses Ko-
ordinatensystems werden mit ¥ bzw. y bezeichnet (siehe Abbildung 3.1).

z,B,,

Abbildung 3.1: Einfithrung kartesischer und polarer Koordinaten im Laborsy-
stem.

V besitzt eine Darstellung der Gestalt

sin ¢ cos x
V=V| sindsiny (3.71)
cosv

Um die Bedeutung einer Wechselwirkung und den Einflu} einer nichtverschwin-
denden Schwerpunktsgeschwindigkeit V einzuschétzen, wird der entsprechende
Wechselwirkungsterm zunéchst in nichtrelativistischer Naherung bis zur ersten
Ordnung in V/c angegeben. Dann werden nullte und erste Ordnung dem Betrag
nach abgeschiitzt, um einen Ausdruck zu erhalten, der die dynamischen Gréfien
r, p und 1 = r X p nur noch in Form ihrer Betridge enthélt. Dies gelingt mit
Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Nach dem Bohrschen Atommodell gilt
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auf der n-ten Bohrschen Bahn:

—_ — . 2
- n (3.72)
p -1

- 3.73
P ( )
o, (3.74)
Ip
¢ L

— 3.75
Ry " ( )

Werden dem Energiebereich Iz mit (3.75) Bohrsche Bahnen zugeordnet, so er-
gibt sich n ~ 43 ...49. Bei den Messungen ist n ~ 44. Wird dieser Wert zugrun-
degelegt, so kénnen mit (3.72), (3.73) und (3.74) r, p und [ abgeschétzt werden.
Dabei werden die folgenden Vereinbarungen vorausgesetzt:

1. Ein hochgestellter Strich ,,/“ ordnet wieder einer physikalischen Grofie ih-
ren zahlenméfigen Wert beziiglich der natiirlichen Einheiten des Wasser-
stoffatoms zu (siehe Tabelle 3.1.5).

2. Das Zeichen ,=“ bedeutet, daf} linke und rechte Seite in erster Ordnung
in V/c gleich sind.

3. Bei Feldparametern, die sich auf das Laborsystem beziehen, wird das tief-
gestellte ,, L“ weggelassen.

Statische homogene Felder

Fiir die statischen homogenen Felder gilt nach (3.22) und (3.23)

1V

o = Ej+ —o % B) (3.76)

By = Bj—aw xE (3.77)
0, — 0 c 0 .

Daraus folgt fiir die relativen Feldénderungen infolge der nichtverschwindenden
Schwerpunktsgeschwindigkeit:

E —_FE/ 1V B’
[Boz — B | : ocl . 1V 0L sin (3.78)
EO,L ac EO’L
< 3.107%sind (3.79)

B, 5, — B/ vV E}

[Bos = Bo| . ol - a— oo/ = sin® Isin® y (3.80)
0,L 0,L

8-10711/1 — sin? ¥sin? x (3.81)

A

Stark- und Zeeman-Effekt
1. Stark-Effekt

2V
eEos-r=2Ej5-r' Ry = {2E6 toox B{)} -t Ry (3.82)
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Groflenordnungen:
2|E)-r'| ~ 2-107*Ry (3.83)
2 \% / / —6
—|[—=xBgy) | < 5-107°sind¥ Ry (3.84)
a|\ c

2. Paramagnetischer Zeeman-Effekt

e . A%
2mecB0’E. (rxp)=Bjs-I'Ry = {BEJ —a—x Eg} TRy (3.85)
Groflenordnungen:

B, 1| ~ 2...4-107*Ry (3.86)
\%
(? X Eg> A~ 2-107M/1 —sin?9Isin® YRy (3.87)

3. Diamagnetischer Zeeman-Effekt

(%

62

1 2
5 [Box x r|* = 1 [Bys x r'| Ry
€

8
1 \%
~ Z|B6><I"|2 Ry—i—%{[(? ><E6> -r']( Or)

[(Tem) m) o) v (3.58)

Groflenordnungen:

/|2

~ 2...7-107°Ry (3.89)

%|{...}| < 6-107%5/1 — sin®¥sin? y Ry (3.90)

Die absoluten Wechselwirkungsenergien der drei durch die statischen dufleren
Felder verursachten Effekte liegen in derselben Grofienordnung. Besonders gut
wird die Ubereinstimmung fiir den groften hier betrachteten Wert der magne-
tischen Induktion von 2 T. Bei Abwesenheit dieser Felder ergibt sich eine Bin-
dungsenergie des Elektrons von ~ 5-107% Ry. Also wieder ein Wert derselben
Groflenordnung. Damit spielen fiir die Bewegung des Elektrons vier unterschied-
liche Effekte gleich wichtige Rollen: Kernanziehung, Stark-Effekt, paramagneti-
scher Zeeman-Effekt, diamagnetischer Zeeman-Effekt. Unter diesen Umsténden
ist eine sehr verwickelte (d. h. chaotische) Dynamik keine Uberraschung mehr.

Unter den Korrekturen infolge nichtverschwindender Schwerpunktsgeschwin-
digkeit iiberwiegt bei weitem der bewegungsvermittelte Stark-Effekt. Wegen
5-107%sin® Ry ~ 0,5sin9 cm™! wird der Atomstrahl kollinear zur magneti-
schen Induktion ausgerichtet und méglichst gut kollimiert (sind — 0):

(3.91)

Die im Experiment benutzte Kollimationsanordnung 148t einen Winkelfehler
von +5 mrad zu. Dem entspricht bei fehlerloser Ausrichtung des Atomstrahls

1
2B/ xr
4 0
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ein bewegungsvermittelter Stark-Effekt mit einer Gré8enordnung von +30 MHz.
Tatséchlich ist mit einem noch kleineren Einflul zu rechnen, da die Bohrung,
durch die die Atome aus dem Ofen austreten, einen Durchmesser von der Gro-
Benordnung der Kollimationsblenden hat, und nur solche Atome eine Rolle spie-
len, die den Fokussen der Laser hinreichend nahe kommen. Ofenbohrung und
Strahltaille wirken dann wie weitere Kollimationsblenden.

3.4.3 Zeitabhingige Wechselwirkungen

Die zeitabhingigen Terme erfordern eine besondere Behandlung. Linearer Laser-
Term und Kreuzterm haben die Form

ZVE (r’ p) (eflkz r+ga>:ezw):t _ eJrlkz I‘ftpzeflwzt) (392)

Auch der quadratische Laser-Term ist wegen 2sin?a = 1 — cos2a bis auf ei-
ne Konstante von dieser Gestalt, wenn ws, kx; und ¢ mit zwei multipliziert
werden. Der Einfluf eines Produktes aus einem zeitlich harmonischen Faktor
exp (+iwst) und einem operatorwertigen Koeffizienten V 1Bt sich mit Hilfe
der zeitabhéngigen Storungstheorie wie folgt veranschaulichen: Der Koeffizient
ist eine Kopplungsmatrix, die jede zwei Energieeigenzustéinden |E1), |Fs) des
ungestorten (zeitunabhiingigen) Hamilton-Operators eine Kopplungsamplitude
V(E1, Ey) = (E,|V|E;) zuordnet. In erster Ordnung der Stérungstheorie er-
wirkt der zeitlich harmonische Faktor, dafl Zustinde nur dann bevolkert werden,
wenn sie eine Energie haben, die um Fhws, hoher ist als die Energie Fy des Aus-
gangszustandes. Die Ubergangsamplitude in die Zustinde mit E = Ey F hws,
hiingt linear von der Kopplungsamplitude V(Ey, Fy &+ hws;) und Gréflien ab, die
durch die Struktur des Energiespektrums des ungestorten (zeitunabhiingigen)
Hamilton-Operators in der Nihe von Ey und Ey & hws, bestimmt werden.® Da
die Struktur des Energiespektrums im vorliegenden Falle nicht bekannt ist, sind
Abschiitzungen von absoluten Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht maglich. Ei-
ne Abschitzung der Betrige der Kopplungsamplituden der verschiedenen Laser-
Terme gestattet aber eine Einschéitzung, wie wichtig die unterschiedlichen Bei-
trége sind.

Doppler-Effekt

Nach den vorangegangenen Ausfithrungen spielt der Doppler-Effekt der Kreis-
frequenz ws; eine wichtige Rolle. In erster Ordnung in V/c gilt:

wziw{1—%-%} (3.93)

Ist ¥ der Polarwinkel von k (In Abbildung 3.1 {ibernimmt nun V die Rol-
le von Bg 1 und k die von V), so folgt fiir Mittelwert und Varianz der Fre-

SDie hier gemachten Aussagen sind im wesentlichen der Inhalt Fermis zweiter goldener
Regel. Sie werden in Kapitel 4 gerechtfertigt. Dort wird mit Bezug auf Atomstrahlexperi-
mente eine verallgemeinerte Fassung von Fermis zweiter goldenen Regel abgeleitet, die die
Unklarheiten in Zusammenhang mit der Begriffsbildung der ,,Zustandsdichte“ vollkommen
beseitigt.
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quenzinderung infolge der nichtverschwindenden Schwerpunktsgeschwindigkeit:
v
(v — ) = uuL cos v (3.94)
c
AV
A (Z/E — Z/L) = TZ/L cosV (395)

Damit ergibt sich fiir den Dioden-Laser

c
— ~ 42 GH .
(vs: 20 o 0,42 GHz cos (3.96)
c
A - ~ 18 GH 3 .
(yg = nm) 0,18 GHz |cos | (3.97)
und fiir den Farbstoff-Laser
c
(vs — 130 nm> ~ 0,69 GHz cosv (3.98)
c
A (VE — m) ~ 07 29 GHZ |COS ’19| (399)

Der Vergleich der Koeffizienten von cos® mit den Linienbreiten der Laser (Di-
oden-Laser ~ 1 MHz, Farbstoff-Laser ~ 0,5 MHz) zeigt, da} im Experiment
cos — 0 angestrebt werden muf:

kLV (3.100)

Dazu werden Blenden benutzt, die fest mit der Atomstrahlkollimationseinheit
verbunden sind. Dies gewihrleistet eine bestmogliche Ausrichtung der Laser-
Strahlen.

Kopplungsamplituden

Die Kopplungsamplituden enthalten die Faktoren exp (Fiks - r). Diese sind dem
Betrag nach Eins, und nach der Formel fiir die relativistische Aberration (3.27)

gilt:
k V
k2~r£27rr7B{E—?}-r' (3.101)
Dabei ist
rg/A ~107*  fiir optische Wellenléingen (3.102)
Die relativistische Korrektur
) , k \%
eTiks'r _ oFikr - :I:27Tir7B exp <:Fi27rrTBE -r’) <? ~r') (3.103)

wird daher vernachléssigt.

Der weder zeitlich noch rdumlich veréinderliche Bestandteil ¢ der Phase der
monochromatischen ebenen Welle hangt nicht von der Schwerpunktsgeschwin-
digkeit ab. Wie sich herausstellen wird, spielt er im hier wesentlichen Grenzfall
unendlich langer Wechselwirkungszeit zwischen Atom und Welle keine Rolle
(siehe Kapitel 4).

Daher werden die Kopplungsamplituden durch die Ausdriicke Vs (r, p) be-
stimmt. Um deren nichtrelativistische Néherung bis zur ersten Ordnung in V /¢
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zu bestimmen, ist es hilfreich, zuerst die entsprechenden Naherungen von Es
und Ax; sowie von deren Produkt anzugeben. Aus (3.22), (3.24) und (3.26) ergibt

sich:

. . (V Nk [V k).

Ex E+<?'E>E_<?'E)E
V k

M1i+=-2=

<+c k)

)\ZEE = )\{E—F (XE) E}
c k

Nun werden die Kopplungsamplituden behandelt.

As

1. Linearer Laser-Term

€ ~ .
Ex - psin(wst — ks -1+ px)

mews:
Ast A
— _g_EE’E-p’sin(wgt—kz'r‘HOE) Ry
m™IB
mit
A A v k
A =2 {E’+ (— E’) —} -p' Ry
T IB TIB c k

2. Kreuzterm

e2

(Box xr) -Ex sin (wst — ks v+ ¢5)

(3.104)
(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

_2mecwg
A ~
- 2= (Byx x1') -Egsin (wst — ks -1+ ¢x) Ry(3.109)
2T B ’
mit

a As ’ ’ N O A ’ N/

_aAs By == {BjxE
21 R ( O’ZXF) z 2T R 0

A% k

. vV .
- (? -E’) = xBj—a <? x Eg) X E’} TRy (3.110)

3. Quadratischer Laser-Term

62

mE% Sil’l2 (wzt — kz T+ SOE)

= 2B, sin® (wst — ks -r+ o)

Dabei ist

(3.111)

2 fn2 2 /ae\2 . 2 2
Epp = ——2 = = (—E> ERRy = = (%) E?Ry (3.112)

dmewd 872 \ rp 82

die ponderomotive Energie des Elektrons in der hier herrschenden ebenen

Welle.
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Beim linearen Laser-Term und beim Kreuzterm sind nullte und erste Ordnung
von der Form A - X wobei A konstanter Vektor und X Vektoroperator mit selbst-
adjungierten Komponenten ist. Der Betrag der Kopplungsamplitude 148t sich
dann folgendermafien nach oben abschétzen:

[(E2|A-x|Er)| <|A][(Ealx|E1)| = |A 23: |<E2|jk|El>|2 (3.113)

n=1
Dabei ist fiir k € {1, 2,3} (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

E\|#2|E
(Bafanl B0 < (Er|27| En) (3114)
(Eo|&7|E2)

Also:

[(Ea|A % E1)| < |A min{\/<E1|§<2|El>, \/<E2|§<2|E2>} (3.115)

Werden E1, Es geméf (3.75) Bohrsche Bahnen mit Nummern ny, ne zugeordnet,
so folgt mit (3.73), (3.72):

|(E2|A -¥'|Er)| < |[A]min {n},n3} (3.116)
Y md b1
|(E2|A-p'|Ey)| < |A| mln{nl , nz} (3.117)

Fiir den Dioden-Laser ist dann no ~ n; = 5 und fiir den Farbstoff-Laser nq, ~
5, ng ~ 44. Ist ¥ der Polarwinkel der Laser-Polarisation (Geometrie wie in
Abbildung 3.1), so ergeben sich die folgenden Abschiitzungen fiir die Betriige
der Kopplungsamplituden:

Term Ordnung Dioden-Laser [Ry] | Farbstoff-Laser [Ry]
linearer 0 ~ 2-107% 2-107%
Laser-Term 1 < | 2]cosd|- 107 3|cos |- 10714
Kreuz- 0 ~ | T7sing-107"? 9sindg - 107
Term 1 < 8-10718 1-10716
quadratischer 0 ~ 6-10716 8.10~ 1
Laser-Term 1 - -

Tabelle 3.2: Die Groflenordnungen der Kopplungsamplituden. Nullte und erste
Ordnung in V/c sind getrennt ausgewertet.

Nach Tabelle 3.2 {iberwiegt der lineare Laser-Term nullter Ordnung. Mit
Ausnahme des Kreuzterms nullter Ordnung liegen die {ibrigen Beitréige um
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fiinf oder mehr Gréfenordnungen darunter. Sie werden daher im folgenden ver-
nachléssigt. Der Kreuzterm scheint in der Literatur bisher nicht betrachtet wor-
den zu sein. Sein Beitrag liegt zwei bis drei Gréenordnungen unter dem linearen
Laser-Term nullter Ordnung. Die Tatsache, daf} hier nur grobe Abschétzungen
vorgenommen wurden rechtfertigt daher eine genauere Betrachtung.

Uberlegungen zum Kreuzterm

Der Einflufl des Kreuzterms auf das optische Pumpen mit Hilfe des Dioden-
Lasers kann vernachléssigt werden. Dies liegt daran, daf} die beteiligten Zustdnde
energetisch niedrig liegen (n ~ 5) und daher in sehr guter Nidherung als sta-
tionére Zusténde der Hyperfeinstruktur beschrieben werden kénnen. In dieser
Né#herung fiihrt die statische magnetische Induktion By, die den Kreuzterm mit-
verursacht, zur Aufhebung der Entartung dieser Zustinde. Deswegen hat der
Kreuzterm hochsten einen Einflufl auf die Effizienz des Pumpvorgangs, da es
nur einen nichtentarteten Zustand gibt, dessen Kopplung an den Grundzustand
energetische gestattet ist. Dariiber hinaus bleiben die statischen #uflere Felder
withrend der Aufzeichung eines experimentellen Spektrums konstant und die
Parameter des Dioden-Laser-Lichtes unverindert. Folglich fithrt eine moégliche
Effizienzénderung des Pumpvorgangs lediglich zu einem multiplikativen Faktor
in der Anregungsfunktion. Solche Faktoren sind fiir den Nachweis von Ericson-
Fluktuationen unerheblich.

Bei der Laser-Anregung mit dem Farbstoff-Laser sind die Verhiltnisse sehr
viel uniibersichtlicher. Die Anregung fithrt in Kontinuum. Dariiber hinaus wird
die Frequenz des Farbstoff-Lasers wihrend des Aufzeichnung eines experimentel-
len Spektrums geédndert. Es scheint daher das sinnvollste zu sein, die Polarisation
des Farbstoff-Lasers kollinear zu magnetischer Induktion und Atomstrahlrich-
tung zu wihlen. Dies entspricht sin? — 0 und damit einer Unterdriickung des
Kreuzterms fiir die Farbstoff-Laser-Anregung.

E || By (3.118)

Abschlielende Bemerkungen zur Geometrie des Experimentes

Gibt die Richtung der magnetische Induktion die Quantisierungsachse fiir die
Beschreibung der Hyperfeinstruktur vor, so lautet der optisch gepumpte Uber-

gang

|**Rb;n = 5;1=0;m¢ = —3) — [¥Rbjn=5;1=1;m¢ = —4)  (3.119)

Aufgrund der Auswahlregeln fiir die Laser-Anregung, kann dieser Ubergang
nicht mit Licht gepumpt werden, das kollinear zur Quantisierungsachse pola-
risiert ist. Soll der Wellenvektor senkrecht zum Atomstrahl (=Quantisierungs-
achse) sein, bleibt also nur eine lineare Polarisation senkrecht zur Quantisie-
rungsachse. Nach den Ausfithrungen im vorangegangenen Unterabschnitt fiihrt
diese Wahl zu keinen Beeintriachtigungen durch den Kreuzterm.

Die Geometrie der Elektroden-Anordnung gestattet nur, dafl der Wellenvek-
tor des Dioden-Lasers kollinear zur x-Achse gewéihlt wird. Dies hat dariiber
hinaus den Vorteil, dafl bei verschwindender magnetischer Induktion Stark-
Spektren aufgenommen werden kénnen, bei denen bestimmte Linien durch Aus-
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wahlregeln unterdriickt werden. Schlieflich wird der Wellenvektor des Farbstoff-
Lasers antiparallel zu dem des Dioden-Lasers gewéhlt. Dadurch wird bei der
Spektroskopie von (quasi-)gebundenen Zustéinden der Doppler-Effekt zusitzlich
unterdriickt (,,Bennet-Locher”). Damit ist die gesamte Geometrie des Experi-
mentes festgelegt. Eine bildliche Darstellung liefert Abbildung 3.2.

B,

‘.742 E,

[
v

k
4
Abbildung 3.2: Die im Labor umgesetzte Geometrie des Experimentes: Die zum
Dioden-Laser (Farbstoff-Laser) gehorenden Gréfien sind rot (blau) eingeférbt.

Diese Geometrie vermindert den Einflu8 der nichtverschwindenden Schwer-
punktsgeschwindigkeit soweit, dafl seine Vernachlédssigung in der theoretischen
Beschreibung gerechtfertigt ist. Damit wird die experimentelle Beobachtung der
fundamentalen Eigenschaften der Wechselwirkung eines ruhenden Atoms mit
statischen homogenen Feldern und monochromatischem Laser-Licht moglich.
Dies spiegelt sich darin wider, daf3 der um die vernachléssigten Terme gekiirzte
Hamilton-Operator fiir ein Atom im Atomstrahl die Schwerpunktsgeschwindig-
keit des Atoms nicht mehr enthélt. Der Hamilton-Operator ergibt sich durch
kanonische Quantisierung der klassischen Hamilton-Funktion

H (I', p) + Vt,Ro (I‘, p) (3120)
Dabei ist
1
H(r,p) = 2mep2 —e¢r (1) +eEg-r
2
e e 5
By-1+———|B 121
+2mec o 1+ 8mec? [Bo x x| (3 )

die Hamilton-Funktion fiir das betrachtete Rubidiumisotop (°Rb oder 8"Rb) in
gekreuzten statischen homogenen elektrischen und magnetischen Feldern und

e .. .
Vir, (r,P) = - [sin(wt—k-r+ pr,) | E-p (3.122)

beschreibt die Atom-Laser-Wechselwirkung in der fiir das Experiment gewéhlten
Geometrie.

3.5 Abweichung der Laser-Mode von einer ebe-
nen Welle

In einem wesentlichen Punkt mufl der Hamilton-Operator noch an die experi-
mentellen Verhiiltnisse angepafit werden: In der Beschreibung der Atom-Laser-
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Wechselwirkung gemifl (3.122) wird als Laser-Mode eine den gesamten Raum
erfiilllende ebene Welle angenommen. Tatsédchlich handelt es sich im Experi-
ment um eine fokussierte fundamentale Gauf3-Mode, die vom Atom transversal,
d. h. senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Mode, durchquert wird.

Die Léngenskala auf der sich die Feldstdrkeamplitude &ndert, ist der Ra-
dius der Strahltaille, also von der GréBenordnung 10~* m. Mit der mittleren
Schwerpunktsgeschwindigkeit der Atome 148t sich dies auf eine Zeitskala um-
rechnen, auf der sich die Feldstdrkeamplituden im Schwerpunktssystem &ndern.
Das Ergebnis liegt mit etwa 3-107" s um etwa sieben Gréfienordnungen iiber
der Periode der Laser-Lichtes und etwa zehn Gréflenordnungen iiber der atoma-
ren Zeiteinheit. Ferner ist die Skala fiir Divergenz, Kriimmung der Wellenfront
und Gouy-Phase in der Nédhe des Fokus die Rayleigh-Lénge x g, die durch Ra-
dius des Strahltaille wy und Wellenléinge A\ geméf zp = mw3/\ definiert wird.
Die Rayleigh-Lénge kann daher als grofl gegen die Ausdehnung des Atomstrahls
angenommen werden. Bei Vernachlissigung der mit der Rayleigh-Lénge skalie-
renden Eigenschaften wird die fundamentale Gaufl-Mode zylindrisch, d. h. ih-
re transversale Feldstédrkeverteilung héngt nicht mehr von der longitudinalen
Entfernung vom Fokus ab. Zur Beschreibung der Wechselwirkung mit einer
fundamentalen Gaufi-Mode in der Nihe des Fokus, wird daher einfach V; gr,
mit einer von der Zeit und den Parametern ¥ der Schwerpunktsbewegung des
Atoms abhingigen reellwertigen Funktion fs multipliziert, die das Ansteigen
und Abfallen der Feldstédrkeamplitude im Schwerpunktssystem beschreibt. Dies
entspricht der Verwendung eines Vektorpotentials, bei dem gegeniiber (3.33) der
die ebene Welle erzeugende Summand mit fs multipliziert wird. Die aus diesem
abgeédnderten Summanden berechneten Felder sind bis auf den zusétzlichen elek-
trischen Term die mit fx multiplizierten urspriinglichen Felder. Das zusétzliche
Feld hat die Amplitude ( fs / w)E und kann nach den vorangegangenen Betrach-
tungen vernachléssigt werden. Daher beschreibt das abgeidnderte Vektorpoten-
tial die tatsdchlichen Verhéltnisse in sehr guter Ndherung. Fiir ein Atom im
Atomstrahl, dessen Schwerpunktsbewegung durch die Parameter 3 gegeben ist,
ergibt sich der Hamilton-Operator fiir die Beschreibung der elektronischen Frei-
heitsgrade durch kanonische Quantisierung der klassischen Hamilton-Funktion

H(r,p) + Az (v, p) (3.123)
mit

Az (r,p) = fs(t) ViR, (r,p)
= —mewfg (t) [sin (wt —k-r+9r,)|E-p  (3.124)

Fiir eine fundamentale Gaufi-Mode soll nun noch fs angeben werden. Dazu wird
von der Geometrie des Experimentes ausgegangen. Der Gauf-Strahl breitet sich
also entlang der z-Achse aus und der Atomstrahl ist symmetrisch zur z-Achse.
Im Rahmen der eben beschriebenen Niherungen gilt also fiir die Amplituden-
verteilung:

2 2
E(z,y,2) = exp (—y w+2z ) E (3.125)
0

Die Bewegung des Schwerpunktes ist nach (3.15) durch die Parameter X =
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(V,Ry) festgelegt und durch

Xo
R(t) = Yo
Zo+ Vi

gegeben. Einsetzen von (3.126) in (3.125) ergibt fx:

Y2 V2 Zo\ 2
fs(t) =exp <_w_8> exp [—w—% (t + a

45

(3.126)

(3.127)



Kapitel 4

Spektroskopie an
Atomstrahlen

Der Begriff der Ericson-Fluktuation bezieht sich auf Anregungsfunktionen quan-
tenmechanischer Streuvorgénge (siche 2.2). Bevor von Ericson-Fluktuationen in
Photoabsorptionsspektren gesprochen werden kann, mufl also folgendes gezeigt
werden:

1. Die Photoabsorption ist ein quantenmechanischer Streuvorgang.

2. Photoabsorptionsspektren liefern bis auf eine Proportionalitédtskonstante
die von der Photonenenergie abhiingige Anregungsfunktion o(hw) dieses
Streuvorgangs.

3. Die Anregungsfunktion o(fiw) besitzt eine Darstellung, die als Grundlage
fiir die Beschreibung der Photoabsorption durch Resonanzen dienen kann.

4. Die Beschreibung der Photoabsorption durch Resonanzen fithrt zu einer
Darstellung der Anregungsfunktion, auf die Ericsons Uberlegungen an-
wendbar sind.

Damit sind die Ziele dieses Kapitels klar benannt.

4.1 Atomstrahlexperimente als Streuvorginge

Anschaulich ist die Photoabsorption die Kollision eines als Teilchen aufgefaflten
Photons mit einem atomaren Elektron, wobei das Photon mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit als Teilchen vernichtet wird, um als Energiequant in die Be-
wegung des Elektrons iiberzugehen. In diesem Sinne sind die Photoabsorption
und die in Kapitel 2 beschriebene Neutronenstreuung sehr &hnlich. Das Pho-
ton iibernimmt die Rolle des Neutrons und das atomare Elektron die des Kerns.
Die (u. U. autoionisierenden) Anregungszusténde des Elektrons entsprechen den
Zustdnden des Compound-Kernes. Eine auf dieser Vorstellung aufbauende Be-
schreibung der Photoabsorption ist allerdings mit folgenden Schwierigkeiten ver-
bunden:

1. Die Beschreibung des Photons als Teilchen, das vernichtet werden kann,
erfordert eine Quantisierung des Strahlungsfeldes.

46
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2. Zusitzlich zum stets offenen elastische Kanal v + 8°Rb — 8°Rb + v,
in dem sich z. B. die Beschreibung der Resonanzfluoreszens abspielen
wiirde, 6ffnet die mogliche Ionisation angeregter Elektronenzustéinde einen
zusitzlichen Kanal v+ 8 Rb — 8°Rb* — 85Rb" + . Damit ist eine Mehr-
kanalstreutheorie notwendig.

Eine befriedigende Behandlung im Sinne einer asymptotisch vollstdndigen Streu-
theorie ist unter diesen Umsténden schwierig. Die oben gesetzten Ziele lassen
sich einfacher im Rahmen einer anderen Beschreibung erreichen, die im folgen-
den néher erldutert wird.

Die theoretische Beschreibung von Atomstrahlexperimenten 148t sich auf
sehr natiirliche Weise streutheoretisch deuten, wenn die Atome als Geschosse
betrachtet werden, die auf ihrem Weg durch die Apparatur klassischen Fel-
dern ausgesetzt werden. Die rdumliche Verteilung der Stérke dieser Felder ist
durch den Aufbau bestimmt und kann auf vielfdltige Weise vermittelt werden
(z. B. durch Laser-Strahlen, Mikrowellen- oder Feldionisationszonen). Wenn die
Schwerpunktsbewegung klassisch beschrieben und als gradlinig und gleichférmig
angenommen werden kann, dann entspricht der rdumlichen Verteilung der Feld-
stiarke im Laborsystem einer zeitlichen Verteilung im Schwerpunktssystem. Im
Schwerpunktssystem kann die Wechselwirkung dann durch ein zeitabhéingiges
Potential! beschrieben werden. In diesem Sinne wird das Atom bzw. seine wech-
selwirkungsfreie Dynamik an zeitabhéngigen Potentialen gestreut. Die Statistik
der Messungen nach der Wechselwirkungszone ist damit auf natiirliche Weise
Gegenstand der Streutheorie. Anhang C enthilt die mathematische Entwick-
lung der Streutheorie mit zeitabhéngigen Potentialen. Unter geeigneten Voraus-
setzungen wird nicht nur eine Darstellung des S-Operators erarbeitet, sondern
sogar die physikalisch geforderte asymptotische Vollstdndigkeit bewiesen. Dieses
Ergebnis scheint neu zu sein.

Diese streutheoretische Beschreibung von Atomstrahlexperimenten soll nun
am Beispiel hier wesentlichen Photoabsorption ausfiihrlich erldutert werden. Da-
bei wird sich die Darstellung des S-Operators als Stérungsreihe (siehe C.4.1) als
sehr hilfreich erweisen. Durch Abbruch nach dem linearen Term ergibt sich ei-
ne Verallgemeinerung der fiir numerische Berechnungen sehr wichtigen Formel
von Rescigno-McKoy. Die urspriingliche Formel von Rescigno-McKoy ist eine
Darstellung der Anregungsfunktion fiir die Photoabsorption bei méglicher An-
wesenheit eines statischen elektrischen Feldes [RM75]. Sie kann daher nicht ohne
weiteres fiir die Beschreibung des Experiments benutzt werden. Am Ende diese
Kapitels wird gezeigt, dafl die Formel auch bei Gegenwart einer zusétzlichen sta-
tischen magnetischen Induktion giiltig bleibt. Dieses Ergebnis scheint ebenfalls
neu zu sein. Es ertffnet nicht nur neue Moglichkeiten bei der numerischen Be-
rechnung sondern eignet sich auch fiir eine Heuristik zum Auftreten von Ericson-
Fluktuationen in der Anregungsfunktion.

Im folgenden werden die wichtigsten Sétze aus Anhang C angewandt, ohne
zuvor simtliche mathematischen Voraussetzungen abzupriifen. Durch Verweis
auf den entsprechenden Satz und erliuternde Bemerkungen ist allerdings stets
klar, was im Rahmen einer strengen Herleitung noch zu zeigen wire.

1Es kann sich dabei um verallgemeinerte, d. h. geschwindigkeitsabhiingige Potentiale han-
deln.
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4.2 Theoretische Beschreibung

Es wird zunéchst ein allgemeiner zeitabhéngiger Hamilton-Operator der Form
H, =H + A (4.1)

betrachtet, der sich aus einem zeitunabhéngigen selbstadjungierten Operator H
und einer zeitabhéngigen selbstadjungierten Stérung A; zusammensetzt. Fiir A,
wird eine Darstellung der Form

Ap = [ (1) (e™'W + e W) (4.2)

mit einem Operator W vorausgesetzt.

Dieser allgemeine Rahmen schlieit die Beschreibung des Experimentes mit
ein. Dazu wird fiir H der durch kanonische Quantisierung von (3.121) gewonnene
Hamilton-Operator eingesetzt und

F6) = fs) (4.3
W= 2£ewe’i(k'r*‘”R0)E-(—ihV) (4.4)

gewiihlt?. Der Vergleich mit Abschnitt 3.5 zeigt, daB dann (4.1) in den das
Experiment beschreibenden Hamilton-Operator iibergeht. Der zugrunde liegen-
de Hilbert-Raum ist X = L? (R3;C) (,Ortsdarstellung“)®. Die Atom-Laser-
Wechselwirkung wird nun als Streuung an dem zeitabhéngigen Potential A,
beschrieben.

Die folgenden Uberlegungen schlieBen jede Atom-Laser-Wechselwirkung ein,
die sich in die Form (4.1) mit (4.2) bringen ldfit. Dafiir ist die Homogenitét der
statischen Felder nicht erforderlich. Werden diese im Schwerpunktssystem durch
ein zweimal stetig differenzierbares statisches Vektorpotential (¢, A) erzeugt, so
lautet der Hamilton-Operator des Atoms unter dem Einflul des Laser-Lichtes
(vel. (3.31))

1

H = - [p + ZA (r) — f(¢) gEsin (wt—k-r+ 50)]2—€¢K (r)—ed (r) (4.5)

Bei Vernachlissigung der ponderomotiven Energie ergibt sich die Form (4.1)
mit

1 e 2
H = ——[p+2A@)] —econ (1) —eo (r) (4.6)
e .. A e
Ay = —f(@) - [sin (wt —k-r + @) E [p + EA (r)} (4.7)
und W in (4.4) wird
= 1 il ren )y [ipy 4
W= e E [ ihV + = A (r)} (4.8)
Allgemein gilt dann '
e i) .
w 2mewe o/E-q (4.9)
mit
det —ihV im Experiment (4.10)
| —ihV 4+ A (r) allgemein ’

2E bezeichnet wie bisher eine klassische Amplitude und keinen Operator.
3Zur Selbstadjungiertheit von H siehe [RS75].
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4.2.1 Streutheorie

Bei asymptotischer Vollstéindigkeit des Streuproblems ist die Amplitude fiir
den durch die Stérung A; vermittelten Ubergang eines Zustandes v € X in
einen Zustand v € X durch das entsprechende Matrixelement des S-Operators
(v|S|u) = (Su,v) gegeben. In der streutheoretischen Untersuchung ist der Fall
Ay = 0 zugelassen. Er entspricht der Abwesenheit der Stérung. Es liegt dann tri-
vialerweise asymptotische Vollstdndigkeit vor und der S—Operator ist die Iden-
titdt S = id. Bei der Untersuchung des Einflusses einer Stérung wird daher meist
die Abweichung der Ubergangsamplituden von denen im storungsfreien Fall be-
trachtet. Diese Abweichungen heiflen Streuamplituden und definieren geméaf

(v|Tu) = (v|S|u) — {v|u) (u,v € X) (4.11)
den sog. T-Operator. Bei der hier gewéhlten Konvention T'= S — id gilt
vlu = (v|T|u) = (v|S|u) (u,v € X)* (4.12)

Die Streuamplituden lassen sich nun mit Hilfe der in Anhang C erarbeitete
Darstellung der S-Matrix (Satz C.4.1 mit Bemerkung C.4.1) als Stérungsreihe
darstellen.

Streng genommen erfiillt der Fall (4.3), (4.4) die mathematischen Voraus-
setzungen nicht, da A; unbeschrinkt ist. Dies liegt an der Unbeschrianktheit
des Impulsoperators p = —ihV, der iiber das Produkts E- p in W und damit
in A; eingeht. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, kénnte W mit einem bei
groflen Impulsquadraten abgeschnittenen oder abgedidmpften Impulsoperator p
gebildet werden®. Eine andere Moglichkeit besteht darin, den Operator W so
abzudndern, dafl er nur Kopplungen zwischen Zustdnden vermittelt, die inner-
halb eines festen (aber beliebig grofien) Energieintervalls liegen (die Theorie ist
ohnehin nichtrelativistisch). Sobald W beschrinkt ist, kann versucht werden,
die asymptotische Vollstandigkeit zu folgern. Die dafiir wesentliche Bedingung
J7NIA| < oo, wird wegen

/ 1A dt < 2w / ()t (4.13)

keine Schwierigkeit darstellen. So li8t sich bei einem Gauf-Strahl | f| nach oben
gegen eine GaufB-Kurve abschitzen. Was die iibrigen Hiirden betrifft, die auf
dem Weg zu asymptotischen Vollstdndigkeit noch zu nehmen sind, stellen die
Ergebnisse des Anhangs C eine wesentliche Erleichterung dar. Hervorzuheben
ist in diesem Zusammenhang Satz C.3.1, der die wichtige Darstellung des S-
Operators durch eine Dyson-Reihe sichert. Im Vergleich zu dem allgemeinsten
dem Autor bekannten Ergebnis dieser Art (Chapter X, Problem 66 in [RS75])
stellt Satz C.3.1 in Anhang C deutlich schwéchere Anforderungen an A;. Es soll
hier nicht der Versuch unternommen werden, die Streutheorie durch Néherung

4Es gibt unterschiedliche Konventionen bei der Einfithrung des T-Operators. Sie ergeben
sich aus einer abweichenden Bestimmungsgleichung, die aus (4.11) durch Multiplikation der
linken Seite mit einer von eins verschiedenen Konstante hervorgeht.

5Es kann z. B. p ¥ ¢ (p) p gesetzt werden, wobei ¢: R3 — [0, 1] auf einer beliebig grofien

Kugel identisch eins ist und jenseits dieser Kugel entweder null wird oder auf geeignete Weise
abfallt.
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von W mathematisch streng zu gestalten. Stattdessen mogen die vorangegan-
genen Ausfithrungen als Rechtfertigung dafiir ausreichen, mit W und A; im
folgenden so zu arbeiten, als wéren die Voraussetzungen von Satz C.4.1 erfiillt.
Dann ist das Streutheorie asymptotisch vollsténdig und nach Bemerkung C.4.1
besitzt der S-Operator eine Darstellung in Form einer Stérungsreihe nach Ord-
nungen in W (C.116).

4.2.2 Storungstheorie
Die in W lineare Niherung fir den S-Operator bildet den Ausgangspunkt fiir

alle weiteren Betrachtungen.
Bei Abbruch der Storungsreihe fiir S nach dem in W linearen Glied ergibt
sich mit den Schreibweisen von Anhang C:

Sy = [/MA0) L p(=G/mAL) (4.14)

+o0——00 +o0——00

Dabei ist fiir u € X

ImA0, — (4.15)
[{man, - —%/Ztudt (4.16)

Also (vgl. C.3.1, besonders (C.70), (C.72))

Zt = exp (%Ht) At exp (—%Ht) (4.17)
= f(t)<e™texp Y W exp Ly
R I
e “texp (%Ht) W* exp (—%Ht) } (4.18)

Damit ergibt sich als in W lineare Naherung fiir T
Ty =8 —id=T, +T; (4.19)

mit

T u= —% / f(t)e*“texp (%Ht) W exp <—%Ht) wdt (ue X) (4.20)

Tiu = —% / f(t) e “exp (%Ht) W™ exp <—%Ht) udt (ueX) (4.21)

4.3 Streuamplituden

4.3.1 Direkte Integraldarstellung

Um die Anregungsfunktion, d. h. die Energieabhéngigkeit des Streuquerschnitts,
zu berechnen, wird eine Darstellung benétigt, die den Hamilton-Operator H
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diagonalisiert. Dazu wird von einer kanonischen direkten Integraldarstellung U
fiir H ausgegangen:

U: X — / P Xedu(E) (4.22)
spec(H)

Solche Darstellungen werden in Eintrag D.5.1 iiber den vollstindigen Spektral-
satz von von Neumann eingefiihrt und diagonalisieren den Hamilton-Operator
H. Dabei ist p ein Mafl auf dem Spektrum spec (H) von H und fiir jede Energie
F aus dem Spektrum ist X g komplexer Hilbert-Raum mit einem Skalarprodukt
(-, )g- U ordnet nun jedem Element v € X eine Funktion

spec (H) 3> E — [Uu] (E) € Xg (4.23)

zu. Diese Funktionen sind die Elemente des komplexen Hilbert-Raumes
Y = P Xe (4.24)
spec(H)

dessen Skalarprodukt (-, - )y durch

(=, y)y = / (@ (E),y(E))gdu(E)  (z,y€Y) (4.25)
spec(H)

gegeben ist.
Zur Vereinfachung werden folgende Schreibweisen vereinbart:
(Elu) = [Uu] (E) (E € spec(H);u € X) (4.26)
(v|E) (Elu) = ([Uu] (E),[Uv] (E)),  (E €spec(H);u,veX)  (4.27)

Damit gilt fiir v € X und fiir jede Funktion ¢ (H) von H

(Bl (H)|u) = ¢ (E) (Elu) (4.28)

Ferner gilt fiir u,v € X

(u,0) = {vfu) = / (0|E) (Elu) du (E) (4.29)

spec(H)

Die Bra-Ket-Schreibweise wurde mit Bedacht gewihlt. Die einzigen Unterschie-
de zum herkémmlichen Gebrauch bestehen in den folgenden beiden Punkten:

1. Auftreten des Mafes p in der Darstellung des Skalarprodukts. Bei absolut-
stetigem Spektrum kann diese Abweichung durch Anderung der Definition
(4.26) behoben werden, im allgemeinen Falle muf} sie bestehen bleiben.

2. Die ,Projektion“ <E|u> ist Element eines allgemeinen Hilbert-Raumes.
Der gewohnliche Bra-Ket-Formalismus kennt fiir dieses Symbol nur Ele-
mente eines eindimensionalen Hilbert-Raumes, ndmlich komplexe Zahlen.
Davon kann allerdings nur bei einem H mit sog. einfachem Spektrum aus-
gegangen werden [Yos80].
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In diesem Sinne vermittelt die allgemeine Integraldarstellung eine strenge Fas-
sung des Bra-Ket-Formalismus, die fiir die Ableitung der Ergebnisse benotigt
wird. An seinem Gebrauch dndert sich wenig.

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich die Energiedarstellung der Operatoren
T," angeben. Dafiir sei w € X und F € spec (H). Es gilt zunéchst

(BITTu) — ,lloodtfoexp i(o+7)]

<E|W exp (=7 Ht) u) (4.30)
e = - faroofi(-o £

(BIW* exp (4 11)u) )

4.3.2 Diskrete nichtentartete Energieeigenzustinde

Es wird nun davon ausgegangen, dafl der Ausgangszustand u = wg ein nor-
mierter nichtentarteter diskreter Eigenzustand von H mit Energie Fy ist. Dann

gilt
exp (%Ht) Uy = exp (%E@) ug (4.32)
und es folgt
(BIT u) = — ;WF (f; Bo— B —w) (E[Wuo) (4.33)
(E|T{u) = ! ;”F (f; EO;E +w> (E|W*uo) (4.34)

mit der fiir Kreisfrequenzen w’ definierten Fourier-Transformation

F(f;o m/dtf et (4.35)

Die Streuamplitude ergibt sich in erster Ordnung aus (4.19) durch Einsetzen
von (4.33) und (4.34):

(v|Tyu) = / {(o|EY (EITy ) + (oY (E|Ty )} du(E)  (4.36)
spec(H)

Fiir eine (mefibare) Teilmenge M des Spektrums sei P (f; M) die Wahrschein-
lichkeit, da3 nach der Streuung der Zustand ug eine Energie aus M hat. (Die
Funktion f wird als Parameter mitgefithrt, da spéter die Abhéangigkeit von die-
sem Parameter eine wichtige Rolle spielen wird.) Mit der charakteristischen
Funktion xas von M ergibt sich:

P(f; M) = (xm (H) Suo|xs (H) Suo) (4.37)
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Fiir das folgende wird angenommen, dafl £y nicht in M enthalten ist. Dann gilt:
Xy (H)Suo = xnm (H) (T +1id) ug = xm (H) Tug (4.38)
und es ergibt sich die folgende Darstellung;:

P(f; M) :/<TUO|E> (E|Tuo) dp (E) (4.39)
M

In erster Ordnung in W gilt also

Pi(fs M) =J- (f; M)+ Jy (fs M)+ Jo (f; M) (4.40)
mit

To(F) [T wlE) (BT wo) du (B) (4.41)
M

T (5 M) [ (17wl ) (BIT ) du(E) (4.42)
M

Jo(f; M) = 2Re/<T1+u0|E> (E|Ty uo) du (E) (4.43)

M

Die Integrale lassen sich in eine Form bringen, die die physikalische Natur

der Photoabsorption in anschaulicher Weise offenbart. Dazu werden (4.33) und

(4.34) eingesetzt und die erhaltenen Ausdriicke vereinfacht. Unter Verwendung
2m

der Funktionen
El/
ntel A A
= ()

of 2T — Ey— FE' Ey— F'
Do (E) & h-ZF(f; Oh +w)F(f; Oh —w) (4.45)

i (4.44)

ergibt sich:

J_(f; M)

/D (f; Eo — E — hw) (Wuo|E) (E|Wuo) du(E)  (4.46)

M

Ji (fi M) = /D (f; Eo — E + hw) (W*ug|E) (E|W*uo) du (E)(4.47)
M

Jo(fs M) = 2Re/D(f;E) (W*w|E) (E|Wug) du (E) (4.48)
M

Das abstrakte Mafl p 148t sich in diesen Integralen durch Spektralmafle aus-
driicken. Diese ordnen je zwei Elementen v,w € X ein eindeutig bestimmtes
Borel-Maf s (v, w; E) zu, so daB fiir jede mefibar Menge N

(xn (H)v,w) = /dus (v,w; E) (4.49)
N
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gilt. Fiir v = w ergibt sich das spektrale Energiemaf von v, das wie folgt ab-

gekiirzt wird:
def

ws (v; ) = ps (v,v5 +) (veX). (4.50)
Damit gilt

J-(f:M) = [ D~ B = ) dues (Wuo: E) (4.51)

M
L (M) = [ DB - B he) duy (WuiE)  (452)

M
Jo(fiM) = 2Re [ D(FE) due (Wuo, WWuniB) (45

M

Ist fir ein v € X ps(v; -) auf M absolutstetig, dann ist die entsprechende
Radon-Nikodym-Ableitungen ps(v; -) die (spektrale) Energiedichte von v und
auf M kann die Ersetzung

dus (v; E) = ps (v; E) dE (4.54)

vorgenommen werden.

4.4 Fermis Goldene Regel

4.4.1 Grenzfall unendlicher Wechselwirkungszeit

In den meisten Anwendungen ist f positiv und beschriankt. Dann gilt 0 < f <'m
mit m = max f. Nach Multiplikation von W mit dieser Konstanten, kann fiir
fvon 0 < f < 1 ausgegangen werden. Dann ist f eine zeitabhéingige Be-
wertungsfunktion der harmonischen Stérung mit maximalem Bewertungsfaktor
Eins. Wird jedes infinitesimalen Zeitintervalls (¢,t + dt] mit demselben Faktor
bewertet wie die harmonische Stérung wahrend dieses Zeitintervall, ergibt sich

o0

Mﬁ=/f@ﬁ (4.55)

7(f) kann als effektive Wechselwirkungszeit aufgefaflt werden. Der Vergleich
mit (4.13) zeigt, daB das Streuproblem asymptotisch vollstéindig ist, wenn die
effektive Wechselwirkungszeit endlich bleibt.

Von grofier Bedeutung sind Naherungen, die sich im Grenzfall f — 1 erge-
ben. Dann gilt natiirlich 7(f) — oo und der Grenziibergang verlifit den Rahmen
der hier aufgestellten Streutheorie. Tatséichlich strebt mit f — 1 die Fourier-
Transformation F gegen das v/2m-fache der -Distribution. Diese geht quadra-
tisch in die Integranden von J_ und J; ein. Daher kann im Grenzfall nicht mit
einem gutartigen Verhalten von Pi(f; M) gerechnet werden. Dies ist bei einer
Nitherung erster Ordnung nicht weiter beunruhigend.® Trotzdem gestattet dieser

6Bei einer eindimensionalen Differentialgleichung iy’ = ay mit einer reellwertigen Funktion
a ist jede Losung y(t) o< exp(—i f[f a(s) ds) fiir alle Zeiten beschriankt. Fiir die Ndherung erster

Ordnung in a gilt dies wegen y1(t) < yo — zf[f a(s) ds i. allg. nicht.
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Grenziibergang die Berechnung einer zeitlich gemittelten Ubergangswahrschein-
lichkeit. Dies gelingt auf folgende Weise: Aus physikalischen Griinden ist f meist
von vorgegebener Form, d. h. aus eine festgelegten Funktionenklasse. So ist f
bei Beschreibung des Laser-Strahls mit einer fundamentalen Gauf3-Mode aus
der Klasse der Gau-Funktionen mit Maximalwert Eins. In diesem wie in ande-
ren wichtigen Féllen konnen die Elemente der Funktionenklasse durch 7 = 7(f)
parametrisiert werden. Dann wird f — 1 als 7 — oo ausgefiihrt. Oft gelingt
es dann fiir die mittlere Ubergangswahrscheinlichkeit Py /7 im Grenzfall einen
endlichen Wert zu gewinnen. Dieser héngt i. allg. von der physikalischen Form
von f ab.

4.4.2 Verallgemeinerte goldene Regel

Die Uberlegungen sollen am hier interessierenden Beispiel ausgefiihrt werden.
Dazu wird von (3.127) mit Yy = Zy = 0 ausgegangen. Also:

f(t) =exp l— (%)2 t2] (4.56)

wobei V' der Betrag der Schwerpunktsgeschwindigkeit und wy der Radius der
Strahltaille ist. Zunéchst ist

r(f) = ﬁ% (4.57)

Wird fiir positive Zeitparameter 7 die Funktion geméaf3

fr(t) =exp [—77 (;)21 (4.58)

f#) = Frp @) (4.59)

Nun wird Py (fr; M) /7 fir 7 — oo ausgewertet. Die Fourier-Transformation von

fr ist [GR65]

eingefiihrt, dann gilt

2,2

T ) (4.60)

F(f7'§w): \/Lz—ﬂ_exp <_ .

Daher gilt fiir 7 — oo
E/
F (f.,_; €> — V27mhé (E') (4.61)

und

2T 2

1 N 2T E’
LD = P (55

T 7—2 \/57(-
= ﬁ exp <_ 27Th2 Elz) — T(s (E/)
(4.62)

Falls ps(Wwus; - ) in einer Umgebung von Eg — hw und ps(W*u; - ) in einer Um-
gebung von Fj + hw stetig differenzierbar sind, gilt

Lo (f M) =0 (4.63)
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und”
%J— (frsM) — R_xnm (Eo — hw) (4.65)
%J+ (fri M) — Rixar (Eo + hw) (4.66)
mit
v € V2 (4.67)
R. = %ps (Wug; Eo — hw) (4.68)
Ry = 20 (Wugi By + ) (4.69)

Insgesamt ergibt sich also
1
—P1 (frs M) — R-xm (Eo — hw) + Rixm (Eo + hw) (4.70)

Werden diese Beziehungen als Dichte beziiglich der Energie formuliert, so ist
lediglich x (Ey F Aiw) durch § (Eg F hw — E) zu ersetzen. Dies ist eine verallge-
meinerte Form von Fermis zweiter goldenen Regel. Sie lautet

L (M) = [ {R_6(E = B+ hw) + Ru6 (B — Eo — hw)} dE - (4.71)
T M

4.4.3 Herkommliche Goldene Regel

Aus (4.70) mit (4.68) und (4.69) ergibt sich Fermis Regel in der gewshnlichen
Form wie folgt: Wenn das abstrakte Mafl p in in M enthaltenen Umgebungen
von Ey F hiw absolutstetig ist (Ableitung p), dann gilt in diesen Umgebungen in
den Stetigkeitspunkten der rechten Seite

d,us (WUO; E) . d:u (E)

ps Wug; E) =

dp dE

= (Wug|E) (E|Wuq) p(E) (4.72)
_— _ dps Wrug; -) dp(E)

ps (Wruoi E) - = dpe dE

—  (W*uo|E) (E|W*uo) p (E) (4.73)
und (4.68), (4.69) geht iiber in

v = V2 (4.74)
R % (Wug| By — hw) (Eo — hw|Wuo) p (Eo — hw) (4.75)
R, % (W*uo| Eo + hw) (Eo + hw|W*uo) p (Eo + hw)  (4.76)

“x 1 ist nach wie vor die charakteristische Funktion der Menge M. Also

o 1, falls Eg Fhe M
X (Eo F hw) = { 0, falls Eg Fhg M (4.64)
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4.4.4 Betrachtungen zur fundamentalen Gauf3-Mode

Ist nun Yy # 0, so sind lediglich W und W* mit exp(—Yg/w?) zu multiplizieren.
Insgesamt liefert dies einen Faktor v = v/2 exp(—2YZ/w3) auf der rechten Seite.
Ist Zy # 0, so fithrt dies zu einem konstanten Phasenfaktor in der Fourier-
Transformation, der nichts am Endergebnis dndert. Die effektive Wechselwir-
kungszeit bleibt in allen Féllen unveréndert, héngt also nur von der Schwer-
punktsgeschwindigkeit ab. Zusammenfassend gilt:

V2 , fiir GauB-Funktionen (X, = Yy = 0)
v=7[Ro) ={ V2exp [—2 (1—22)], fiir GauB-Funktionen (allgemein)
2 , fiir Pulse
(4.77)

Das Ergebnis fiir Pulse® wurde angegeben, da es Fermis goldene Regel mit dem
gewOhnlichen Vorfaktor liefert.

4.4.5 Einordnung des Ergebnisses

Herleitungen von Fermis goldener Regel fiir Pulse finden sich in vielen Lehr-
biichern der Quantenmechanik [CTDL77, Fra71, Sak85]. Das Ergebnis ist stets
das Produkt der folgenden beiden Groéflen:

1. Dem Betragsquadrat eines Matrixelementes von W (W*) zwischen ug und
Eigenzustéinden zur Energie F = Ey — fw (E = Ey + hw)

2. Einer als ,,Zustandsdichte“ gedeuteten Grofie

Von den Schwierigkeiten der Definition solcher Eigenzustéinde fiir Energien F
aus dem kontinuierlichen Spektrum abgesehen, ist nicht klar, wie im Falle von
Entartungen des Spektrums bei E zu verfahren ist. Was als , Zustandsdichte®
gedeutet wird, ist im wesentlichen p in (4.72) und (4.73). In [Sak85] wird p heu-
ristische eingefiihrt, in [CTDL77, Fra71] durch formale Manipulationen erzeugt.

Es ist iiberraschend, dafl alle diese Schwierigkeiten in der hier entwickelten
Fassung von Fermis goldener Regel ((4.70) mit (4.68) und (4.69)) iiberwunden
werden: Statt Eigenzusténden zum kontinuierlichen Spektrum und der ,Zu-
standsdichte* findet sich lediglich die physikalisch mefibare und anschauliche
Grofle der Energiedichte des Zustandes Wug bzw. W*ug. Dieses Ergebnis ist
nun der Ausgangspunkt fiir die Verallgemeinerung einer sehr wichtigen Darstel-
lung fiir den totalen Photoabsorptionsquerschnitt.

Offensichtlich hiingt das Gesamtergebnis (4.70) nur noch iiber die charakte-
ristische Funktion y s von der Menge M ab. Es kann daher M = spec (H)\{Ey}
gesetzt werden. P(f.; M) ist dann die totale Streuwahrscheinlichkeit, d. h. die
Wahrscheinlichkeit, nach der Streuung eine Abweichung vom Ausgangszustand
zu messen. Es gilt dann

1
Py (i M) = R+ Ry (4.79)

8Die Parametrisierung lautet in diesem Fall

. { 1, falls |t < e

0, falls |t| >

ISIERSIE

und als Endergebnis ergibt sich (4.70) mit v = 2.
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und R_ +7R 4 und kann als mittlere totale Streurate in erster Ordnung aufgefafit
werden. Besteht My aus den Energien des Spektrum oberhalb (unterhalb) als
FEy, ergibt sich

1
—Pu(fri My) = Re (4.80)
und R4 (R-) kann als mittlere totale Anregungsrate (Abregungsrate) aufgefafit

werden. Dies entspricht bei der Beschreibung des Experimentes einer mittleren
totalen stimulierten Photoabsorptionsrate (Photoemissionsrate).

4.5 Verallgemeinerung der Formel
von Rescigno-McKoy

Die mittlere totale Photoabsorptionsrate Ry (4.69) kann unter den Vorausset-
zungen, unter denen diese Grofle eingefithrt wurden, mit Hilfe der Resolventen-
transformation (siehe z. B. [Pea88]) wie folgt geschrieben werden:

Ry = :I:% 11%1 Im/ (Eo + hw Fic — BE) " dus Wrug; E)  (4.81)
€
R
- :I:% lion Tn (W *uo | (Eo + he F i — H) ™' [W*up) (4.82)
€

Da in der vorliegenden streutheoretischen Beschreibung die Atome (genauer die
atomaren Elektronen) die Rolle der Geschosse iibernehmen, wére der entspre-
chende Streuquerschnitt eigentlich auf den durch den Atomstrahl vermittelten
atomaren Flul zu beziehen. Wird die Anregung als vollstdndigen Absorption
eines Photons der Energie fiw gedeutet, kann der totale Photoabsorptionsquer-
schnitt o (hw) wie folgt eingefithrt werden:

mittlere totale Anregungsrate

= 4.
o+ (fw) hwmittlere Intensitéit des Laser-Lichtes (4.83)
Bezeichnet 7 die mittlere Intensitét des Laser-Lichtes, dann gilt
R
04 (hw) = hw— (4.84)

Die Definition von Z gleicht der von Ry: Mit einer durch die effektive Wech-
selwirkungszeit parametrisierten Funktion f; ist die Intensitdt I am Ort r zur
Zeit t

I(t,r) = ﬁff (t)‘]:]x]%‘cos2 (wt—k-r+¢r,) (4.85)

= iff (t) E? cos? (wt — k-1 + ¢r,) (4.86)

Die mittlere Intensitdt im Grenzfall unendlich langer Wechselwirkungszeit ist

dann
oo

1 A
T="S lim - / f2(t) E? cos® (wt — k-1 + ¢R,) dt (4.87)
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Die bisher untersuchten Funktionenklassen fiir f. gestatten eine explizite Aus-
wertung. Es ergibt sich der ortsunabhéngige Wert

YC o2
I=—F 4.88
167 ( )

Dabei hat v denselben Wert wie bei der Berechnung von R :

V2 , fiir Gau-Funktionen mit Xy =Yy =0
v=1< V2exp [—2 (5—32)], fiir GauB3-Funktionen (allgemein) (4.89)
2 , fiir Pulse

Bei der Berechnung von oy kiirzt sich v heraus und das Ergebnis wird un-
abhéngig von der fiir f, festgelegten Form.

Um R anzugeben, ist nun lediglich W aus (4.9) in (4.82) einzusetzen. Zur
Abkiirzung wird ein Einheitsvektor & in Polarisationsrichtung gemif} & = E / E
eingefiihrt. Damit ergibt sich:

2 72
vye*E< . e . —1 ik-r/n
Tz mIm (e (& ) wo| (Eo + hw F ic — H) He T (@-a) uo)
’ (4.90)

Einsetzen von (4.90) und (4.88) in (4.84) liefert die erste Fassung der an-
gekiindigten Verallgemeinerung der Formel von Rescigno-McKoy:

Ry ==+

4me? S . —1| ik r /A
0 () = o Tim T (7 (& ) ol (Ep + hw F i — H) ™7 (& q) uo)
(4.91)
mit
_ —thV im Experiment
1= { —ihV + £A (r) allgemein (4.92)

4.5.1 Niherung fiir optische Frequenzen

Fiir optische Frequenzen kann die Exponentialfunktion durch Eins ersetzt wer-
den (vgl. 3.4.3, besonders (3.101) und (3.102)). Dies ist die ,,Ndherung des kon-
stanten Feldes“ und liefert:

lim Im {(& - q) uo|(Fo + hw Fic — H) " '[(&-q)ug) (4.93)

4.5.2 Allgemeine Formel von Rescigno-McKoy

Die herkémmliche Formel von Rescigno-McKoy [RM75] bezieht sich auf ein
Atom (oder Molekiil), das durch ein quantenmechanisches Modell mit einem
Hamilton-Operator der Form

H(rmk) _
2me

p>+V(r) (4.94)

beschrieben wird. Damit ist die Gegenwart statischer elektrischer Felder gestat-
tet. Statische magnetische Felder fithren zu Abweichungen von der Form (4.94)
und bleiben daher ausgeschlossen. Wird ein solches Atom einer linear polari-
sierten harmonischen ebenen elektromagnetischen Welle ausgesetzt, liefert die
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herkémmliche Formel von Rescigno-McKoy den zugehorigen Photoabsorptions-
querschnitt. Sie lautet:

rm 4 2
51 k)(hw):j: Te W

lifglm«é-r) uo|(Eo + hw Fie — H) ' (&-1) ug)
€

(4.95)
Es wird nun gezeigt, dafl diese Darstellung auch bei Anwesenheit statischer
magnetischer Felder giiltig bleibt. Genauer gilt: Wenn der Grenzwert in (4.95)
existiert, dann gilt selbst bei Anwesenheit statischer magnetischer Felder die
Formel von Rescigno-McKoy:

c

&y (hw) = &™) (4.96)

Der Nachweis stiitzt sich auf folgende Kommutatorbeziehung;:

Me

qruo = z'? [H, %] uo (ke{1,2,3}) (4.97)
Damit wird
(é-q)uozi%[H,é-r] uozi%(H—Eo) (&-1)uo (4.98)
Mit den Abkiirzungen
v = (é-1)up (4.99)
G(e) = (H—-Ey) (Eo+hw+ic—H) " (H—E)) (e 0)(4.100)
gilt dann
5y (hw) = AT (V|G (Fe)v) (4.101)
7+ T T ch?w <10 + '

Der Operator G(F¢) kann durch die Ersetzung
H—Ey = — (Eo + hw — H F i) + hw F ic (4.102)
umgeformt werden. Fiir € # 0 ergibt sich
G (F¢) = (Ey — hw — H) +ic + (hw Fie)?* (Bo 4+ hw Fic — H)™' (4.103)
Also fiir € # 0:

Im (v|G (Fe)[v) = (FPw? —e?)Im (v|(Eo + hw Fic — H) 'v) (4.104)
+e (v|v) F 2hwe Re (v|(Ey + hw F ic — H) " '|v)
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Die zweite Zeile wird fiir € | 0 Null. Denn die Existenz des Grenzwertes in (4.95)
gestattet fiir beliebig kleine Energien 6 > 0 die folgende Abschéiitzung:

lim |< Re (v] (Ep + hw F i — H) "' [o)|
g

. / e|Ey + hw — F|

lim 5

elo ) (Eyg+ hw — E)” + &2
Eo+hw—48

= lim / ( = |E0 - E| dps (U§ E)

<10 Eo+ hw — E)* + &2
FEo+hw—9§

FEo+hw—96

IN

dus (v; E)

1
(E0+hw—E)—i€

IA

4 lim Im dus (v; E)
el0

FEo+hw—48
= dlimim (v|(Eo + hw —ie — H) ' |v) (4.105)
g

Da der Grenzwert in (4.95) existiert, kann nun auch des Grenziibergangs ¢ | 0
in (4.104) ausgewertet werden:

11{61 Im (v|G (Fe)|v) = h?w? lifrol Im (v|(Ep + hw F ic — H)71|v> (4.106)
€ €

Einsetzen dieses Ergebnisses in (4.101) liefert die Behauptung.

4.5.3 Zusammenfassung

Verallgemeinerung der Formel von Rescigno-McKoy: Die Photoabsorp-
tion von linear polarisiertem schmalbandigen Laser-Licht durch ein Alkaliatom
hat im Schwerpunktssystem in der ,Ndherung des konstanten Feldes“ (bei Ver-
nachlissigung der ponderomotiven Energie) den Wirkungsquerschnitt & (hw)
aus (4.93).

Dabei ist H der Hamilton-Operator, der das Alkali-Atom in Abwesenheit
des Laser-Lichtes im Schwerpunktssystem beschreibt, und es wird davon ausge-
gangen, dafS das Atom in einem diskreten nichtentarteten Energie-Figenzustand
ug prapariert ist (Huy = Eoug). H kann den FEinfluf$ elektrischer und/oder
magnetischer Felder enthalten, solange sie (im Schwerpunktssystem) durch ein
zweimal stetig differenzierbares statisches Viererpotential erzeugt werden. € ist
der Einheitsvektor in Polarisationsrichtung (im Schwerpunktssystem). Wenn
der Grenzwert in (4.95) existiert, dann gilt selbst bei Anwesenheit statischer
magnetischer Felder die Formel von Rescigno-McKoy:

Gy (hw) =™ (4.107)

4.6 Messung der Anregungsfunktion

Nach (4.80) wird fiir lange Wechselwirkungszeit 7 die Anregungswahrscheinlich-
keit asymptotisch

1 .
R+’T (424) %I’TOZF (hW) (428) ﬁEQ’}/Toq, (hW) (4108)
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Die durch 3 = (Ryg, Ve.) gegebenen Schwerpunktsbewegung geht also nur iiber
den Parameter v = v(Xo, Yp) und die (effektive) Wechselwirkungszeit 7 = 7(V)
ein. Als stationérer Teilchenstrom kann der Atomstrahl durch die folgenden drei
Groflen beschrieben werden:

I Stromstéirke (4.109)
D, = Oy, (X0, V) StoBparameterverteilung (4.110)
¢, =9, (V) Geschwindigkeitsverteilung (4.111)

Wird also fiir eine bestimmte Zeit 7p die Anzahl der Anregungen N, gezdhlt,
so hat diese Grofie den Erwartungswert

(N3) = oo BT () (T)ory () (4.112)

mit den nur von den Atomstrahleigenschaften und der Modenform abhéngigen
Erwartungswerten

(vy = /RZW(XmYO)cI)b(XmYO)dXOdYo (4.113)
(r) = / @, (V)7 (V)dV (4.114)
0

Die Strahlleistung P der Gauf3-Mode ist proportional zu E2. Damit gilt

Im Experiment wird zun#chst die absolute Wellenlédnge des stabilisierten Farb-
stoff-Lasers gemessen. Dann wird wihrend einer festen Zeitspanne 7 die Zahl
der Anregungsereignisse gezihlt. Danach wiederholt sich folgender Schritt: Er-
hohung der Laser-Frequenz um ungefiihr 10 MHz, Messung der tatséichlichen
Frequenz Aw, Messung der Strahlleistung P und anschliefende Z&hlung der
detektierten Anregungsereignisse Ny wihrend der Zeitspanne 7p. Die Grofien
hwN, /P liefern also tatsichlich eine statistische Messung der Anregungsfunk-
tion:

fw
Da die Frequenzbreite eines Spektrums kleiner als 40 GHz ist, kann die Verin-

derlichkeit des Faktors fuw vernachlissigt werden. Mit der Mittelfrequenz vy des
Spektrums gilt ndmlich fiir alle abgestrichenen Frequenzen v:

oy (hw) %(Ng (1 + 2= ”0> (4.117)

1)
mit

vV —1

<4-107° bei A ~ 480 nm (4.118)

Yo

Die statistischen Fehler iiberwiegen diesen Fehler bei weitem.
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Besonders fiir die Untersuchung auf Ericson-Fluktuationen ist es notwendig,
einem experimentellen Datensatz eine kontinuierlich definierte Funktion zuzu-
ordnen. Der experimentelle Datensatz hat zunéchst die Form

{Em Nuw, Pr) bneqa,oany (M: Anzahl der Mefipunkte) (4.119)

Spédter werden die Photonenenergien fw auf einer Energieskala ausgedriickt,
die fiir weitere Untersuchungen besser geeignet ist. Die folgenden Uberlegungen
sind unabhéngig von der Wahl der Energieskala. Daher werden Energiewerte
einfach mit £ gekennzeichnet. Nach den vorangegangenen Uberlegungen, ist fiir
jeden Mefipunkt m € {1,..., M} das Verhiiltnis s,, aus der detektierten Anzahl
von angeregten Atomen N, und der Strahlleistung des Farbstoff-Lasers P, bis
auf den statistischen Fehler N,, — (N,,) proportional zur Anregungsfunktion
der Photoabsorption fiir die Anregung der Energie &,,, und die Proportiona-
litdtskonstante ist in guter Naherung fiir alle MeB3punkte gleich. Ein solcher
Datensatz wird nun als Histogramm aufgefaf3t. Dazu wird dem Energiewert ei-
nes jeden Mepunktes ein Energieintervall zugeordnet. Die arithmetischen Mit-
tel des Energiewertes mit seinem Vorgénger bzw. Nachfolger liefern dabei die
Randpunkte. Dies fithrt auf die Intervalle {I,;, };meq1,... a} mit

(&1, BFe2] , falls m =1
I, det (Sm—o—;?m_l’ 5m+2‘5m+1]7 falls l<m < M (me{l,...,M})

(7SM+25M‘1,5M] ,falls m = M

(4.120)
Wird zur fiir die charakteristischen Funktionen dieser Intervalle zur Abkiirzung

die Schreibweise
def

Xm = X (Im) (me{l,...,M}) (4.121)
verwandt, so lautet das dem Datensatz zugeordnete Histogramm (Stufenfunk-
tion)

L N
Z p xm  (E€(&8u]) (4.122)

Diese Funktion ist dann bis auf die statistischen Fehler der Groflen {N,, —
(Nm>}m6{1,___7 wmy und die Vernachldssigung von Fluktuationen auf der Skala
der Schrittweite proportional zur Anregungsfunktion der Photoabsorption auf

(&1, Em].

4.7 Resonanzen und Ericson-Fluktuationen

Die Formel von Rescigno-McKoy klart, wie es in Photoabsorptionsspektren zu
Ericson-Fluktuationen kommen kann. Dabei spielt es keine Rolle, ob von der
verallgemeinerten Fassung o (4.91) oder von der ,Niherung des konstanten
Feldes“ & ((4.93) bzw. (4.95)) ausgegangen wird. Von Bedeutung ist lediglich,
dafl die Anregungsfunktion dargestellt werden kann als Grenzwert einer in der
unteren (oberen) komplexen Energichalbebene definierten holomorphen (=ana-
lytischen) Funktion bei Anniiherung an die reelle Energieachse. Die folgenden
Uberlegungen bezichen sich daher nicht nur auf die Photoabsorption.
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Um die Darstellung zu vereinfachen wird fiir einen Hamilton-Operator H und
fiir v aus dem Hilbert-Raum, in dem er definiert ist, die Funktion R} : C+ — C
geméif

RT (2) € (v|(z— H) '[v) (2 €Cq ={z € C;FImz > 0}) (4.123)

eingefiihrt. Aus den Eigenschaften der Resolvente (z — H)™! eines selbstadjun-
gierten Operators folgt die Wohldefiniertheit und Holomorphie dieser Funktion.
Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf eine Anregungsfunktion o, die
eine Darstellung der Form
o(E)=—a(E) 161%1 Im R (E + ie) (4.124)

mit einem u. U. schwach energieabhéingigen positiven Vorfaktor a = a(E) und
einem Zustand v besitzt. Dies schlieft die Anregungsfunktion fiir den Photoab-
sorption ein. Und zwar unabhéngig davon, ob von der Darstellungen (4.91) oder
(4.93) bzw. (4.95) ausgegangen wird.

Falls es eine analytische Fortsetzung R;" von R; gibt, deren Definitionsgebiet
G die reelle Energieachse auf einem offenen Intervall I iiberschreitet, so ist die
Anregungsfunktion auf I einfach —Imﬁj (E). Diese Darstellung gestattet einen
einfachen Zugang zur Beschreibung von Resonanzen in Anregungsfunktionen.

Ist Rj in der ,,Nidhe“ von I holomorph bis auf einen isolierten Pol erster
Ordnung bei F, — [ mit E, € I und Residuum a,.. Dann ist B durch

~ a?”

W 412
T T E. il (4.125)

in einer den Punkt E, — iI" enthaltenden (einfach zusammenhingenden) Umge-
bung definiert und holomorph. Es gilt dann
ar

o(E)=—a(F)ImB(F) _a(E)Imm

(4.126)

Der Polterm wird als Resonanz bezeichnet. Falls Im a,, = 0 ist, handelt es sich
um eine sog. Breit-Wigner-Resonanz, andernfalls um eine sog. Fano-Resonanz
(zur Abkiirzung wird die Bezeichnung ¢ = (E — E,.)/T" verwandt):

1. Breit-Wigner-Resonanz: Im Fall Im a,, = 0 ergibt sich mit A def Taa,

ar A1
E—E,.+il' wle2+1

—alm (4.127)
Der Ausdruck auf der rechten Seite liefert bei Vernachlissigung der Ener-
gieabhéngigkeit von a den die Breit-Wigner-Resonanz kennzeichnenden
Lorentz-férmigen Verlauf.

2. Fano-Resonanz: Im Fall Im a, # gilt

4l ar _glmar(s—z):_gImars—Rear

- 412
METE +i0 . T V21 I 241 (4.128)

Es kann gezeigt werden, da8 es eindeutig bestimmte o, > 0 und ¢ € R\{0}
gibt, so daf}

Imaye — Rea, = o, (2¢e + ¢° — 1) (e €R) (4.129)
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gilt. Es ist dann a, = |a,| /(¢® + 1), und mit A = waa,.¢? ergibt sich

a, aay2ge ¢ -1 A |(g+ 5)2 1]

E—E. +i T e+1 7l¢

—alm
1+¢2

(4.130)
Auf der rechten Seite steht bei Vernachlissigung der Energieabhéingigkeit
von a die Definition einer Fano-Resonanz. ¢ wird als Fano-Parameter be-
zeichnet.

Ist der Pol hinreichend nahe an der reellen Energieachse, so wird der Verlauf
der Anregungsfunktion in der Nihe von E = E,. durch die Resonanz bestimmt.
Der additive Beitrag —a Im B liefert dann lediglich einen schwach verénderlichen
,Untergrund“. Auf diese Weise treten die Resonanzen aus der Anregungsfunk-
tion hervor. Demnach ist es das singulére Verhalten von Rj bei E, — I, das
die Anregungsfunktion bei F = E,. prigt.

Grundsétzlich kann das einfach zusammenhéngende Definitionsgebiet von B
iiber weitere einfache Polstellen von R} ausgedehnt werden. Dazu wird B so
behandelt wie zuvor Rj . Die Vorstellung ist, da B durch die Vergrofierung
seines einfach zusammenhéngenden Definitionsgebietes auf I immer schwécher
verdnderlich wird und so die abgespaltenen Polstellen das Verhalten der An-
regungsfunktion auf I bis auf einen in guter Naherung konstanten Untergrund
beschreiben. Werden z. B. n Polstellen abgespalten, so ergibt sich eine Darstel-
lung der Form

o (E) = —a(E)Im B (E) — a (E) Imzn: o ak (4.131)
k=1

— Ey +il'y

mit n Resonanzen, die durch einen geeigneten Satz { (ax, Ex, k) re(1,...,n} be-
stimmt werden, und dem Untergrund —a Im B. Bei Vernachlissigung der Fluk-
tuation des Untergrundes auf I ergibt sich mit dem Mittelwert oy des Unter-
grundes auf 1

n ar
E)=0y—a(E)I —_— 4.132
7(B) =00 —a(B)Im}, gy, (4.132)

Fiir eine totale Anregungsfunktion mit dieser Darstellung gelten Ericsons Uber-
legungen ebenso wie fiir die partiellen Anregungsfunktionen in Abschnitt 2.2.
Genaueres ist der Originalarbeit von Ericson [Eri63] zu entnehmen.



Kapitel 5

Vakuumapparatur

Die Experimente am Atomstrahl werden in einem Hochvakuumbehélter durch-
gefithrt (siehe Abbildung 5.1). Dieser besteht aus zwei Teilen: Einem Helium-
Bad-Kryostat (,Hauptbehilter) und einem gewdhnlichen Hochvakuumbehil-
ter, der den Atomofen enthilt (,Ofenbehélter). Der Ofenbehéilter ist an der
Unterseite der Hauptbehélters iiber einen Zugschieber angeflanscht. Damit kann
der Hauptbehélter vakuumdicht gegen den Ofenbehélter abgeschlossen werden.
Jeder Behilter wird mit einer eigenen Turbomolekularpumpe! evakuiert. Zwi-
schen Pumpe und Behilter ist je ein Federbalg zur Schwingungsddmpfung ein-
gesetzt. Die Turbomolekularpumpen werden mit einer gemeinsamen Drehschie-
bervorpumpe? betrieben. Bei geschlossenem Zugschieber betrigt der erreichte
Enddruck in beiden Behiltern etwa 2-10~% mbar.

5.1 Helium-Bad-Kryostat

Ein Helium-Bad-Kryostat (siehe Abbildung 5.1) wird verwandt, um die aus Niob
gefertigten Spulen des supraleitenden Magneten unter die kritische Temperatur
abzukiihlen. Diese liegt mit 9,2 K [Whi59] deutlich iber dem Siedepunkt von
fliissigem Helium (4,2 K [Whi59]).

Um den Heliumtank gegen Wérmestrahlung abzuschirmen, enthélt der Haupt-
behilter einen hohlzylinderférmigen Kiihlschild, der mit fliissigem Stickstoff
(Siedepunkt 77,3 K [Whi59]) befiillt werden kann. Die Oberseite des Haupt-
behélters ist als Flansch ausgefiihrt. Der Heliumtank besteht aus iibereinander
angeordneten mit Rohren verbundenen Kammern. Er wird von oben in den
Hauptbehélter eingesetzt und angeflanscht. Die untere Kammer enthélt den Ma-
gneten. Sie hat Flanschoffnungen fiir die Laser und eine zylinderférmige Aus-
sparung, die den Elektrodeneinsatz fiir das Atomstrahlexperiment aufnimmt.
Zwischen den Kammern ist Platz fiir das Detektorsystem, das Teile enthilt, die
withrend des Betriebs auf einer Temperatur um 254 K gehalten werden miissen.
Das wihrend der Befiilllung und im Zuge des Abdampfens anfallende Helium-
gas wird iiber ein Riickfithrsystem aufgefangen und der erneuten Verfliissigung
zugefiihrt.

Ibeide Modell TPH 330 des Herstellers Arthur Pfeiffer Vakuumtechnik Wetzlar GmbH
2Modell DUO 030 A des Herstellers Arthur Pfeiffer Vakuumtechnik Wetzlar GmbH
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L

*

1. N, (77 K)

supraleitender
— Magnet (T.=9 K)

| Aussparung fur

<_:(\_"‘ Elektrodensatz

8 DSP
%I Zugschieber

| | FB ——— Ofenheizungen
(o= f;

T™P 8 {2 —— KuihIschild

\— Rb-Patrone

Abbildung 5.1: Die Vakuumapparatur im Uberblick (schematisch): Helium-
Bad-Kryostat (Hauptbehiilter) und Ofenbehiilter liegen iiber bzw. unter dem
Zugschieber. Zur Hochvakuumerzeugung dienen zwei Turbomolekularpumpen
(TMP), die iiber Federbalge (FB) mit Haupt- bzw. Ofenbehélter verbunden
sind. Auspuffseitig wird das Vorvakuum durch eine Drehschiebervorpumpe
(DSP) bereitgestellt.

Im Helium-Bad-Kryostat schirmt ein mit fliissigem Stickstoff (,,fl. No*) befiillter
Kiihlschild den Helium-Tank (,fl. He“) gegen thermische Strahlung ab. Der
Magnet ist aus Niob gefertigt und wird durch das ihn umgebende fliissige Helium
unter die kritische Temperatur T fiir die Supraleitung gekiihlt. Im Ofenbehélter
ist der Atomofen von einem wassergekiihlten Schild umgeben.
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Die Verwendung eines Helium-Bad-Kryostaten bringt weitere Vorteile mit
sich. Die kalten Oberflichen des Kiihlschilds und insbesondere des Heliumtanks
wirken als Kryopumpen, d. h. ein Teil des noch im Vakuumbehélter befindli-
chen Restgases kondensiert an diesen Flidchen. Aus diesem Grund wird bei der
Befiillung mit fliisssigem Helium im Hauptbehélter selbst bei gedffnetem Zug-
schieber ein Druck erreicht, der mit etwa 2-10~7 mbar um eine Gré8enordnung
unter dem Enddruck im warmen Zustand liegt. Dariiber hinaus kann thermi-
sche Strahlung bei hochangeregten Atome mit ihren dicht beieinander liegenden
oder kontinuierlich verteilten Energiezustéinden eher zu atomaren Ubergéngen
fithren. Bei Kiihlung der Oberflichen nimmt die Intensitéit der von ihnen aus-
gehenden Wirmestrahlung ab [Whi59].

5.2 Atomofen

Der Atomofen liefert bei Erhitzung gasférmiges Rubidium. Der Atomstrahl wird
spater durch Kollimationsblenden aus diesem Gas erzeugt.

Rubidium ist ein silbern glinzendes Metall mit einem Schmelzpunkt von
etwa 39 °C [Lid90]. Da es sich bei Sauerstoffzutritt unter Bildung von Rb O,
ohne weiteres entziindet [HWWS85], ist es stets in Schutzatmosphére zu halten.
Es kann als natiirliches Isotopengemisch (*Rb: 72,2% /% Rb: 27,8% [Lid90]) in
Glasampullen bezogen werden.

Der Atomofen ist im wesentlichen ein Zylinder, der von einer Stirnflache
(,Unterseite“) mit einer Bohrung symmetrisch zur Zylinderachse ausgehshlt
wird, ohne den Zylinder voll zu durchstoflen. Von der entgegengesetzten Stirn-
fliche (,,Oberseite”) fiihrt eine weitere Bohrung (,,Diise“) mit einem geringen
Durchmesser von etwa 0, 2 mm entlang der Zylinderachse in die Aushoéhlung. Die
groe Bohrung an der Unterseite verfiigt iiber ein Innengewinde, das das Ein-
schrauben einer zylinderférmigen Patrone gestattet. Zur Befiillung des Atomo-
fens wird das in der Ampulle befindliche Rubidium in einem Handschuhkasten
unter Argonatmosphére geschmolzen und zwischen 5 und 10 ml der Schmelze in
die zylinderférmige Patrone gegeben. Nach der Erstarrung des Rubidiums wird
die Patrone in den Atomofen eingeschraubt. An der Auflenseite des Atomo-
fens befinden sich zwei getrennte Heizwicklungen aus elektrisch isolierten Heiz-
drahten. Eine umwickelt den Ofen nahe der Unterseite, die andere befindet sich
auf der Oberseite in der Ndhe der Diise. Bei den Heizwicklungen sind Thermo-
spannungselemente (Typ Chromel @/Alumel ©) thermisch mit dem Ofenkérper
verbunden. Bei Betrieb der unteren Heizung geht in der Patrone befindliches Ru-
bidium in die Gasphase iiber und tritt durch die Diise an der Oberseite des Ofens
aus. Um zu verhindern, dafl Rubidium an der Diise kondensiert und so den Be-
trieb des Ofens beeintréichtigt, wird die Oberseite des Ofens auf einer hoheren
Temperatur gehalten als die Unterseite. Uber die von den Thermoelementen er-
zeugten Thermospannungen kénnen die beiden Temperaturen bestimmt werden.
Die Experimente wurden bei einer Temperatur von etwa 440 K an der Unterseite
und etwa 470 K an der Oberseite durchgefiihrt. Bei diesen Temperaturen reicht
eine Fiillung des Ofens aus, um das Experiment mehrere Monate zu betreiben.

Der Hauptbehiilter enthélt Teile des Experimentes, die vor Verunreinigungen
durch kondensiertes Rubidium zu schiitzen sind:

1. An den Elektroden in der Photoabsorptionszone (siehe 5.3) fiihrt konden-
siertes Rubidium zur Ausbildung von Kontaktpotentialen, die die Messun-
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gen beeintrichtigen konnen.

2. Die aktiven Oberflichen der Detektoreinheit kénnen durch Oberflichen-
verunreinigungen bleibend beschédigt werden.

3. Ein leitender Rubidiumniederschlag kann in der Nihe von Hochspannungs-
durchfithrungen zu Uberschlégen fithren.

Aus diesem Grund ist der Ofen weitgehend von einem wassergekiihlten Kupfer-
schild umgeben, der als Kiihlfalle wirkt. Dariiber hinaus wird der Zugschieber
zwischen Ofen- und Hauptbeh#lter nur dann gedffnet, wenn der Atomstrahl
benétigt wird.

Atomofen und Kupferschild befinden sich auf einem Kreuztisch. So kann die
Diise bestmoglich auf die Kollimationsblenden ausgerichtet werden.

5.3 Atomstrahl- und Felderzeugung

Die Photoabsorptionsspektren erwiesen sich als sehr empfindlich gegen Ande-
rungen der statischen Felder. Daher wurde bei der Felderzeugung grofler Wert
auf eine hohe Stabilitéit gelegt. Auf die Messung der Stéirken von magnetischen
Induktion und elektrischem Feld wird ausfiihrlich in Kapitel 7 eingegangen.

5.3.1 Supraleitender Magnet

Der supraleitende Magnet befinden sich im unteren Heliumtank. Er besteht aus
zwei in Reihe geschalteten Niobspulen in Helmholtz- Anordnung und verfiigt tiber
einen ,supraleitenden Schalter®.

Bei dem ,,supraleitenden Schalter” (siche Abbildung 5.2) handelt es sich um
einen die Spulen iiberbriickenden Niobdraht (Parallelschaltung), der mit Hil-
fe einer schaltbaren Heizung soweit erwérmt werden kann, daf iiber ihn keine
Supraleitung mehr moglich ist (Ts > T¢). Dies erlaubt eine besondere Betriebs-
art fiir den Magneten, die fiir das Experiment sehr vorteilhaft ist und spéter
beschrieben wird.

Mit dem Magneten kénnen magnetische Induktionen bis zu einer Stérke von
ungefihr 6 T erzeugt werden. Dazu miissen hohe Strome durch die Spulen flie-
Ben, und zwar etwa 14,5 A/T. Die dafiir benutzte Stromquelle® ist iiber finger-
dicke Kupferkabel und -réhren mit dem Magneten verbunden. Bei der Erzeugung
statischer Magnetfelder wird die zeitliche Konstanz der magnetischen Induktion
durch die Fluktuationen des von der Stromquelle gelieferten Stromes begrenzt.
Der Hersteller spezifiziert die Langzeittoleranz des Ausgangsstromes (bei einer
Temperatur von 2541 °C) mit £3 mA und die Temperaturdrift mit £3 mA /°C.
Einer Anderung des Ausgangsstromes von 3 mA entspricht eine Anderung der
Starke der magnetischen Induktion von etwa 2 G. Diese Begrenzung kann durch
den Einsatz des supraleitenden Schalters iiberwunden werden.

Die Wirkungsweise ergibt sich unmittelbar aus der Maschenregel fiir die aus
Magnet und Schalter gebildete Schleife und der Knotenregel im Punkt P (siehe
Abbildung 5.2):

LI, = —R., (5.1)
I, = I,—1I,

3Modell IPS 120-10 des Herstellers Oxford Instruments
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Sollen die Spulen von einem konstanten Strom der Stirke I, durchflossen wer-
den, wird wie folgt vorgegangen:

1. Bei warmem Schalter (T > T.) wird die von der Stromquelle geliefer-
te Stromstérke I, bis zum Zielwert I hochgefahren. Nach Erreichen des

Zielwertes sind alle Strome konstant und daher Iy = —(L/R;)1,, = 0 und
I = I, = Io.

2. Die Heizung des Schalters wird abgeschaltet. Sobald der Schalter supra-
leitend wird (7 < T¢), féllt iiber ihm keine Spannung mehr ab (Rs = 0).
Dann ist I,,, = 0, und es bleibt I,,, = Ij.

3. Die von der Stromquelle gelieferte Stromstéirke wird auf Null herunter-
gefahren. Wiahrenddessen bleibt der Spannungsabfall iiber dem Schalter
Null und damit I,,, = Iy. Aus der Knotenregel folgt, dal der Schalter von
einem Strom der Starke I, = I, — I, durchflossen wird. Fur I, = 0 A wird
Iy =1, =I.

4. Die Stromquelle wird abgetrennt. Nun ist der Strom der Stérke Iy in der
aus Magnet und Schalter gebildeten Schleife , eingefroren*.

Stromquelle Heliumbad
R
O — P
4  E— &

ol
® R[] LN R4

ol

2
| |
supraleitender supraleitender
Magnet Schalter

I

Abbildung 5.2: Der supraleitende Schalter (schematisch): Bei Betrieb der Hei-
zung wird ein Teil des Schalters wéarmer als die kritische Temperatur fiir die
Supraleitung. Der Widerstand R nimmt dann einen endlichen Wert an. Die
Strome, die bei Betéitigung des Schalters eine Rolle spielen, sind eingezeichnet.

Bei umgekehrtem Vorgehen wird der Magnet wieder entladen. Bei allen Mes-
sungen wird die magnetische Induktion auf diese Weise erzeugt. Fiir jedes ge-
messene Photoabsorptionsspektrum wird die tatsédchliche Stédrke der magneti-
schen Induktion unabhéngig von der Stérke Iy des anfangs eingepriagten Stromes
spektroskopisch iiber die Zeeman-Verschiebung der Ubergangsfrequenz fiir den
optischen Pumpvorgang bestimmt (siehe 6.1). Damit sind die ermittelten Werte
unabhéngig von der strengen Giiltigkeit der vorangegangenen Erklarungen zum
supraleitenden Schalter.
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Mit diesem Verfahren konnte eine geringfiigige Abnahme der Stérke der ma-
gnetischen Induktion bei geschlossenem supraleitenden Schalter festgestellt wer-
den. Sie betrigt etwa —1,2-10~% withrend der Aufzeichnung eines Spektrums
und ist vermutlich auf nicht supraleitende Verbindungen zwischen Schalter und
Magnet zuriickzufithren. Fiir die im Experiment verwandten Induktionsstérken
bis etwa 2 T ist diese Abnahme allerdings geringer als die spezifizierte Langzeit-
drift der Stromquelle. Da bei der Verwendung des supraleitenden Schalters auch
das Rauschen des Stromes stark vermindert sein sollte, wird dieser Betriebsart
der Vorzug gegeben. Der absolute Wert der magnetischen Induktionsstédrke kann
dann nur noch mit beschrinkter Genauigkeit getroffen werden, der tatséchliche
Wert sollte allerdings stabiler sein als beim Betrieb ohne supraleitenden Schal-
ter.

5.4 Elektrodeneinsatz

Das eigentliche Atomstrahlexperiment findet im FElektrodeneinsatz statt. Dieser
formt das aus dem Atomofen austretende Rubidiumgas zum Atomstrahl und
erzeugt neben dem homogenen statischen elektrischen Feld am Ort, an dem sich
Atomstrahl und Laser-Strahlen treffen, noch weitere statische Felder, die der
Detektion der angeregten Atome dienen.

Der Elektrodeneinsatz wurde von Vorgidngern am Experiment entwickelt
[RW94] und konnte bis auf geringfiigige Anderungen iibernommen werden.

Die verschiedenen Bestandteile zur Erzeugung des Atomstrahls und der un-
terschiedlichen Felder sind in einen Messingzylinder eingebaut. Dieser hat einen
Durchmesser von 35 mm und paft in die zylinderférmige Aussparung des unte-
ren Heliumtanks (siehe Abbildung 5.1). Elektrodeneinsatz und Heliumbad sind
thermisch verbunden. Alle metallischen Teile des Elektrodeneinsatzes (Zylinder,
Elektroden, Kollimationsblenden) sind aus Messing gefertigt. Ubliche Messingle-
gierungen gelten als ,nichtmagnetisch® und sind deswegen anderen gingigen
Werkstoffen vorzuziehen. Fiir Isolatoren zwischen den Elektroden wurde Teflon
verwandt. Das Innere des Elektrodeneinsatzes besteht aus vier Abschnitten, die
von den Atomen der Reihe nach durchflogen werden:

1. Atomstrahlerzeugung
2. Photoabsorptionszone
3. Feldionisationszone
4. Atomstrahlfinger

Im folgenden werden diese Abschnitte niher beschrieben. Photoabsorptions-
und Feldionisationszone sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

5.4.1 Atomstrahlerzeugung

Unmittelbar an der dem Atomofen zugewandten Stirnfliche des Zylinders be-
ginnt die Atomstrahlerzeugung. Dazu dienen zwei Kollimationsblenden mit ei-
nem Durchmesser von etwa 200 pm und einem Abstand von 4,5 cm. Dem ent-
spricht eine Winkeltoleranz von weniger als 5 mrad. Da die Blenden im thermi-
schen Kontakt zum Heliumbad stehen, wird auftreffendes Rubidium sehr wirk-
sam kondensiert.
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Elektronen Elektronen
(Feldionisation) (Photoionisation)
Rb",Rb

Feldionisation

Hilfs-
Elektrode
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Elektrode
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Abbildung 5.3: Photoabsorptions- und Feldionisationszone (schematisch): Je
nachdem, ob ein durch Pumpstufe (A ~ 780 nm) und Farbstoff-Laser (A ~
480 nm) angeregtes Elektron schnell oder langsam ionisiert, unterscheidet sich
die Bewegung auf makroskopischer Skala. Ein langsam ionisierendes Elektron
erreicht die Feldionisationszone zusammen mit dem Atomkern und wird dort
abgesogen. Ein schnell ionisierendes Elektron fiithrt die E x B-Drift zuerst um
die innere Elektrode. Dabei pendelt es zwischen den negativ geladenen Kappen-
elektroden solange hin und her bis es in die Nihe der Hilfselektrode gelangt und
dort in die Feldionisationszone eintritt. Klar ersichtlich ist die auf diese Weise
bewirkte rdumliche Trennung von langsam und schnell ionisierenden Elektronen.
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5.4.2 Photoabsorptions- und Feldionisationszone

Das statische elektrische Feld, das mit der magnetischen Induktion die sta-
tischen &ufleren Felder bildet, wird in einem Zylinderkondensator mit recht-
eckigem Querschnitt erzeugt. Die im Zentrum befindliche Elektrode (,innere
Elektrode“) hat ebenfalls rechteckigen Querschnitt. Sie wird auf ein negatives
Potential gebracht, wihrend die gegeniiberliegenden Fliachen des Zylinderkon-
densators (,duBere Elektrode“) auf Kryostatenpotential (=Masse=Erde) liegen.
Das elektrische Feld bildet sich damit senkrecht zur magnetischen Induktion aus
(gekreuzte Felder). Der Abstand zwischen den Elektroden betrigt weniger als
3 mm. Die Kollimationsblenden fiir die Atomstrahlerzeugung sind so angebracht,
daf3 der Atomstrahl das elektrische Feld parallel zu den Elektroden und etwa
im selben Abstand von beiden Elektroden durchquert. Damit ist der Atom-
strahl nur etwa 1,5 mm von den Elektroden entfernt. Mit besonderer Sorgfalt
miissen daher Streupotentiale und Feldinhomogenitéiten vermieden werden, die
durch Verunreinigungen oder Beschidigungen der Elektrodenoberflichen verur-
sacht werden. Dazu wurden die Elektroden mit einem moglichst gleichméfigen
Graphitiiberzug versehen.

Der tatséichliche Abstand der Platten d und das vorhandene Streufeld FEj
wird bei abwesender magnetischer Induktion spektroskopisch iiber den Stark-
Effekt im Rydberg-Bereich (hier n ~ 39) bestimmt. Hier wird die Hyperfein-
struktur vernachlissigbar [BS57], und der Einflufl des elektrischen Feldes kann
als Stark-Effekt der Feinstruktur numerisch mit hoher Genauigkeit berechnet
werden. Aus dem Vergleich von gemessenen und berechneten Photoabsorpti-
onsspektren lassen sich d und Ey berechnen. Die so gewonnenen Werte dienen
als Eichparameter des Plattenkondensators und verkniipfen angelegte Spannung
U und erzeugte elektrische Feldstéirke E iiber die Formel

E:%+% (5.3)

Zur Bestimmung der Eichparameter wurde ein neues Verfahren entwickelt. Die
ausfiithrliche Darstellung findet sich in 7.2.2. Die auf diese Weise ermittelten
Streufelder liegen unter 10 V/m. Nennenswerte zeitliche Anderungen der Eich-
parameter konnten nicht festgestellt werden.

Durch senkrecht zum Atomstrahl gesetzte Bohrungen werden die Laser-
Strahlen auf den Atomstrahl fokussiert. Die iibrigen Bestandteile des Elektro-
deneinsatzes dienen bereits dem Nachweis der angeregten Atome.

Ein statisches elektrisches Feld fiihrt i. allg. dazu, dafl angeregte Rubidiuma-
tome ionisieren, d. h. daf sich das angeregte Elektron im zeitlichen Mittel vom
Kern entfernt [Per83]. Wie schnell dies geschieht, héngt bei einem elektrischen
Feld gegebener Stéirke empfindlich von der Energie des angeregten Elektrons ab.
Klassisch ist die Ionisation fiir Energien unterhalb des Stark-Sattels verboten.
Die quantenmechanische Ionisation ist dann ein Tunnelprozefl und daher meist
so langsam, daf fiir energetisch sehr niedrig liegende Zusténde der spontane Zer-
fall viel wichtiger ist. Bei Energien in der Ndhe des Stark-Sattels und dariiber
dndern sich die Verhéltnisse. Hier beschleunigt sich die Ionisation und wird zu
einem kennzeichnenden Merkmal der Elektronendynamik. Die Frage ist daher
nicht ob Ionisation auftritt, sondern wie schnell sie ist. Dieser Umstand ist beim
Nachweis von Anregungen in zweifacher Hinsicht von Bedeutung.

Fiir hochangeregte Zusténde ist die spontane Zerfallsrate gering, da sich ih-
re Wellenfunktionen kaum mit denen niederenergetischer Zusténde iiberlappen.
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Gebundene Zustédnden haben dann eine dementsprechend lange Lebensdauer
und koénnen auf ihrem durch die Schwerpunktsbewegung des Atoms vermit-
telten Weg durch die Anordnung auch noch in makroskopischer Entfernung
vom Anregungsort nachgewiesen werden. Dies geschieht im Experiment mit dem
Feldionisationsverfahren: Hinter der Anregungszone befindet sich ein Platten-
kondensator, dessen Platten senkrecht zur Atomstrahlrichtung ausgerichtet und
mit Bohrungen versehen sind, die den Durchgang der Atome gestatten. Beim
Betrieb der Feldionisationszone spielen zwei Zeitskalen eine Rolle: Diese sind
durch die mittlere Zeiten 74 bzw. Tk gegeben, die die Atome bendtigen, um
vom Anregungsort in den Plattenkondensator zu gelangen bzw. diesen zu durch-
queren. Auf der durch 74 gegebenen Zeitskala diirfen die angeregten Zustdnde
also weder schnell spontan zerfallen noch autoionisieren. Im Plattenkondensator
wird durch Anlegen einer Spannung ein statisches Feld erzeugt, dessen Stérke so
gewdhlt ist, dal im Vergleich zu 7 angeregte Zustéinde sehr schnell und nicht
angeregte Zustdnde sehr langsam ionisieren. Die Spannung muf} so gepolt sein,
daf ionisierende Elektronen in Richtung des Atomstrahls beschleunigt werden
und so ihren Weg aus dem Plattenkondensator finden. Die Platte, durch die
der Atomstrahl eintritt liegt auf Massepotential und schirmt so die Anregungs-
zone gegen das Plattenkondensatorfeld ab. Wegen der leichten Ionisierbarkeit
hochangeregter Zustéinde, reichen Feldstirken von einigen 10kV/m fiir einen
effizienten Betrieb aus.

Bei Messungen, bei denen die angeregten Zustinde auf der durch 74 ge-
gebenen Zeitskala schnell ionisieren, miissen Anregungen anders nachgewiesen
werden. Dies geschieht durch Auffangen der durch Ionisation freigesetzten Elek-
tronen. Dazu dienen die ,,Kappenelektroden“ und die , Hilfselektrode“. Die Dy-
namik von Elektronen in gekreuzten homogenen statischen Feldern kann nichtre-
lativistisch geschlossen gelost werden: Wird die z-Achse in Richtung der magne-
tischen Induktion und die y-Achse in Richtung des elektrischen Feldes gewihlt,
so ergibt sich fiir den Geschwindigkeitsvektor die allgemeine Losung

neos (Lt+¢) + £
v(t)=| nsin(Lt+¢) (5.4)
Vz,0

Mit den Parametern 7, ¢ und v, . Die auf die x —y-Ebene projizierte Bewegung
ist also eine Uberlagerung aus einer Zyklotronbewegung und einer gradlinigen
gleichformigen Bewegung mit Geschwindigkeit vq = ¢(E/B)e; = c¢(E/B) x
(B/B). Da die Zyklotronbewegung im zeitlichen Mittel keinen Beitrag liefert,
wird v4 als E x B-Drift bezeichnet. Sie hiingt weder von den Anfangsbedingun-
gen, noch von Masse oder Ladung ab. Im zeitlichen Mittel verlduft die gesamte
Elektronenbewegung gradlinig und gleichférmig in einer Ebene parallel zu den
Elektroden, die das elektrische Feld erzeugen. Jedenfalls so lange, bis das Elek-
tron die Anordnung infolge der Anfangsgeschwindigkeit in z-Richtung verlaft.
Werden daher oben und unten Kappenelektroden angebracht und auf ein hinrei-
chend negatives Potential gebracht, so pendeln die Elektronen zwischen diesen
Elektroden hin und her, wihrend sie die E x B-Drift um die innere Elektro-
de wandern l48t. Diese Anordnung ist dann eine Elektronenfalle und &hnelt
der sog. Penning-Falle. Die Elektronen werden der Falle dadurch entzogen, dafl
die vor der Feldionisationszone befindliche Kappenelektrode auf der dem Anre-
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gungsort gegeniiberliegenden Seite zugunsten einer unabhingig ansteuerbaren
,Hilfselektrode“ unterbrochen ist. Wird diese auf ein positiveres Potential als
die Kappenelektroden gebracht, so kénnen die Elektronen an dieser Stelle ent-
kommen.

Der Feldionisationskondensator enthélt einen Schlitz, durch den diese Elek-
tronen in ihn eintreten kénnen. Dort erfahren sie lediglich eine Beschleunigung
in Atomstrahlrichtung. Insbesondere werden in der Anregungszone ionisierende
Elektronen von denen rdumlich getrennt, die in der Feldionisationszone von den
Atomen abgesogen werden. Die beiden Elektronenstréme verlassen den Feldioni-
sationskondensator exzentrisch und ungefihr symmetrisch zur Symmetrieachse.
Im Experiment werden die Kappenelektroden auf dasselbe negative Potential
gebracht wie die innere Elektrode. Die Hilfselektrode liegt ungefihr auf Kryo-
statenmasse.

5.4.3 Atomstrahlfinger

Der hinter dem Elektrodeneinsatz befindliche Detektor darf nicht von Rubi-
diumatomen oder -ionen getroffen werden. Deswegen befindet sich hinter der
Feldionisationszone ein Atomstrahlfinger. Dabei handelt es sich um einen zy-
lindrischen Einschub, der an der Stelle, an der der Atomstrahl sonst den Elektro-
deneinsatz verlassen wiirde, einen Steg besitzt, an dem ein Réhrchen angebracht
ist, das den Atomstrahl auffingt. Um die Elektronen sicher aus der Anordnung
zu leiten, ist der Atomstrahlfinger gegen den Rest des Elektrodeneinsatzes iso-
liert und so gefertigt, daf3 er bis knapp an die Elektrode des Feldionisationskon-
densators heranreicht, aus der die Elektronen austreten. Der Atomstrahlfinger
befindet sich auf einem positiveren Potential als diese Elektrode. Die Elektronen
werden dann vom Atomstrahl weggezogen und so abgelenkt, daf} sie in sicherer
Entfernung vom Steg den Elektrodeneinsatz verlassen. Da die beiden Elektro-
nenstrome den Feldionisationskondensator exzentrisch und etwa symmetrisch
zur Symmetrieachse verlassen, wird ihre rdumliche Trennung vergrofiert.

5.5 Elektronendetektor

Ein auf den Detektor auftreffendes Elektron wird zuerst mit drei hintereinander-
geschalteten Mikrokanalplatten vervielfacht. Der so erzeugte pulsformige Elek-
tronenstrom wird anschlieffend ortsauflésend nachgewiesen.

Eine Mikrokanalplatte (,microchannel plate“, MCP) ist eine aus Glas ge-
fertigte Scheibe, auf der eine grofe Anzahl (GroSenordnung 10°) Kapillaren
angeordnet sind. Das die Kapillaren umgebende Glas hat aufgrund seiner Zu-
sammensetzung Halbleitereigenschaften und einen hohen Sekundirelektronen-
erzeugungskoeffizienten. Auf Ober- und Unterseite der Scheibe sind leitenden
Beschichtungen aufgedampft, die sie zu Elektroden machen. Bei Anlegen ei-
ner geeigneten Spannung (meist einige hundert Volt) zwischen den Elektroden,
wirkt dann jede Kapillare wie ein einzelner Sekundérelektronenvervielfacher. Die
Verstirkung (=Vervielfachung) liegt je nach Spannung im Bereich 102...10%
Durch Hintereinanderschalten mehrerer Platten (iiblich sind zwei oder drei)
kann die Verstérkung erhoht werden (niheres zu Mikrokanalplatten in [Wiz79]).
Im Experiment werden drei Platten verwandt. Die Verstirkung liegt bei 107. So
werden aus einzelnen Elektronen pulsformige Elektronenstréome erzeugt.
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Zum Nachweis der Elektronenstréme wird ein ortsauflosender Detektor (,,po-
sition-sensitive detector”, PSD) verwandt. Dabei handelt es sich um eine in
Sperrichtung betriebene grofiflichige Photodiode von quadratischer Form. In der
Mitte jeder Seiten des Quadrats besitzt die Anodenfliche einen Kontakt. Fiir
auftreffende Elektronen hat der PSD eine Verstirkung (=Vervielfachung) von
etwa 102. Zusammen mit den Mikrokanalplatten wird also eine Verstirkung um
10? erreicht. Auf diese Weise entsteht im PSD ein pulsférmiger Elektronenstrom.

Zwischen einem Punkt auf dem PSD und jedem einzelnen der vier Kontakte
ist der ohmsche Widerstand proportional zur Entfernung. Beim Abfliefen teilt
sich der Elektronenstrom dementsprechend auf. Mit Hilfe eines Vorverstéirkers,
der im wesentlichen aus vier gleichen schnellen Differentiatoren besteht, deren
Koppelkondensatoren an die Anodenkontakte angeschlossen sind, werden vier
Signale erzeugt. Im Zuge der weiteren Verarbeitung ergibt sich ein digitales
Signal fiir detektierte Pulse und ein aus zwei Spannungen bestehendes analoges
Signal, das den Ort angibt, an dem der pulsférmige Strom auf dem PSD erzeugt
wurde. Mit solchen Anordnungen ist eine Ortsauflosung unterhalb von 100 um
moglich. Die im Experiment verwandte Einheit aus Mikrokanalplatten, PSD
und Auswertungselektronik ist eine Sonderanfertigung der Firma Hamamatsu
Photonics K.K. Der Vorverstérker ist aulen an den Hauptbehélter angeflanscht.

Im Experiment wurde beim Betrieb des Elektronendetektors eine reversible
Effizienzverringerung beobachtet. Effizienzverringerungen bei Mikrokanalplat-
ten sind bekannt und werden darauf zuriickgefiihrt, dafy Elektronen Bestandteile
des Glases herausschlagen, die fiir die Sekundérelektronenerzeugung wesentlich
sind [Wiz79]. Die im Experiment beobachtete Reversibilitit der Effizienzverrin-
gerung konnte dadurch erkliart werden, dafl in dem die Kapillaren umgebenden
Glas Diffusionsvorginge die Stoffe ersetzen, die durch Elektronenbeschuf her-
ausgeschlagen wurden. Bei unmittelbar aufeinanderfolgender Messungen konnte
eine Abnahme der mittleren Zéhlrate um bis zu 20% beobachtet werden. Dieser
hohe Wert hat vermutlich zwei Ursachen. Zum ersten treffen die Elektronen je
nach ihrem Weg durch die Photoabsorptionszone (siehe 5.3) an einem von zwei
rdumlich eng begrenzten Orten auf die MCP-Platten auf. Dies fiihrt selbst bei
verhdltnisméBig geringer Gesamtzihlrate (wenige kHz) zu einer starken Bean-
spruchung der dortigen Kapillaren. Zum zweiten sind die Mikrokanalplatten seit
vielen Jahren im Einsatz. Falls in dieser Zeit in einem Bereich zu viele fiir die Se-
kundérelektronenerzeugung wichtige Bestandteile verloren wurden, ist trotz der
Diffusionsvorgénge nur mit einer unvollstidndigen Wiederherstellung zu rechnen.

Mikrokanalplatten und PSD miissen bei einer Temperatur um 254 K betrie-
ben werden. Deswegen befinden sie sich in einem nur zum Elektrodeneinsatz
hin gedffneten thermisch isolierenden Teflonbehélter, der mit einer Heizwick-
lung versehen ist. Die Temperatur wird mit einem Thermowiderstand (PT100)
gemessen.

Der Betrieb der Heizwicklung erzeugt ein schwaches magnetisches Streufeld.
Das Streufeld ist am Anregungsort in guter Néherung kollinear zum Feld der
supraleitenden Spule. Da fiir jedes Spektrum die tatséchliche Starke der magne-
tischen Induktion gemessen wird, muf} lediglich sichergestellt werden, daf3 sich
das Streufeld wihrend der Aufnahme eines Spektrums (Dauer etwa 7 min) nicht
dndert. Eine vorhandene Zweipunktregelung wurde daher durch eine kontinu-
ierliche Regelung ersetzt. Als Fehlersignal dient eine Spannung, die proportional
ist zur Differenz aus tatsédchlichem Wert und Sollwert des Thermowiderstandes.
Das Fehlersignal wird mit einer Wheatstone-Briicke erzeugt, mit einem Instru-
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mentenverstirker verarbeitet und stark tiefpafigefiltert an die Heizwicklung an-
gelegt. Wihrend der Messungen ist die Schwankung des Heizstromes dann im
Promillebereich.

Die Vorverstéirkerelektronik war anfangs storungsanfillig. Diese Schwierig-
keit konnte mit folgenden Mafinahmen behoben werden:

1. Neuer auf Storunempfindlichkeit ausgerichteter Aufbau der Elektronik auf
einer doppelt kaschierten Platine

2. Da die Vorverstirkerelektronik an den Hauptbehélter angeflanscht wird,
ist sie einem betréchtlichen magnetischen Streufeld ausgesetzt. Daher wur-
de sie mit einem p-Metall-Schirm versehen.

Diese Vorverstéirkerelektronik zeichnet sich u. a. durch eine verminderte Dun-
kelzihlrate aus. Sie betrdgt nun etwa 1 Hz.



Kapitel 6

Laser-Aufbau

Der Laser-Aufbau hat zwei Aufgaben: Erzeugung frequenzstabilisierter Laser-
Strahlung fiir die beiden Anregungsstufen und Messung ihrer absoluten Frequenz.

Fiir den Aufbau stand ein Laser-Tisch mit einer Granitplatte zur Verfiigung.
Um eine moglichst hohe passive Stabilitéit des Aufbaus zu gewéhrleisten, wurde
die Optik unmittelbar auf der Granitplatte aufgebaut. Dort wo feste Verbindun-
gen mit der Platte erwiinscht waren, wurden Metallsockel durch Epoxidharz mit
der Platte verklebt. Die Metallsockel enthalten Gewinde, in die Befestigungs-
pfosten mit einem Durchmesser von 15 mm eingeschraubt werden kénnen. Eine
Luftfilterungsanlage hélt Staub und andere Partikel vom Laser-Aufbau fern.
Einen Uberblick iiber den Aufbau vermittelt Abbildung 6.1.

6.1 Optische Pumpstufe

Die optische Pumpstufe dient der Priparation eines atomaren Zustandes, des-
sen Photoabsorption in gekreuzten Feldern dann mit dem Farbstoff-Laser-Licht
untersucht wird (vgl. 2.5). Sie gewéhrleistet, dafl statt eines statistischen Gemi-
sches nur ein reiner atomarer Ausgangszustand einen Beitrag zu den aufgezeich-
neten Photoabsorptionsspektren liefert. Auf diese Weise kénnen die fundamen-
talen Eigenschaften der Atom-Feld-Wechselwirkungen besonders gut aufgelost
werden.

Die optische Pumpstufe wird mit einem Dioden-Laser in Littrow-Anordnung
betrieben. Dazu mufl die Frequenzdrift des Dioden-Lasers durch Stabilisierung
unterdriickt werden.

Die natiirliche Linienbreite I’ des gepumpten Ubergangs (Hyperfeinstruk-
turiibergang, genaueres siehe 6.1.1) betrégt 6 MHz, die Linienbreite des Dioden-
Lasers etwa 1 MHz. Photoabsorptionsspektren kénnen also nur dann zuverléssig
aufgezeichnet werden, wenn die Frequenzeinstellgenauigkeit und die Frequenz-
driften tiber die Mefidauer deutlich kleiner als 3 MHz sind. Der einfachste Weg
wiire, die Laser-Frequenz auf maximale Fluoreszenz des Ubergangs zu stabilisie-
ren. Dies wiirde eine Offnung in der Elektrodenanordnung erfordern, die zu Be-
eintriachtigungen der Feldgiite fithren wiirde. Daher mufl der Laser unabhéngig
von der Fluoreszenz stabilisiert werden. Hier wird klar, dafl das Experiment ho-
he Anforderungen an die Stabilitdt von Laser-Aufbau und Felderzeugung stellt.
Auf der Seite des Laser-Aufbaus miissen Einstellgenauigkeit und Drift der opti-
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Abbildung 6.1: Laser-Aufbau und -Stabilisierung (griine Pfeile): Im wesentli-
chen werden drei Laser verwandt. Ein polarisationsstabilisierter Helium-Neon-
Laser (He-Ne) dient als Referenz fiir die absolute Frequenzmessung mit ei-
nem Michelson-Interferometer und zur Langenstabilisierung eines Fabry-Perot-
Interferometers (FPI). Zum optischen Pumpen der Rubidiumatome dient ein
Dioden-Laser in Littrow-Anordnung (,extended cavity diode laser®, ECDL),
der mit einem optischen Isolator (Iso) und einem Farbglasfilter (F') geschiitzt
wird. Die Frequenz des Dioden-Lasers kann entweder auf maximale Trans-
mission durch das ldngenstabilisierte FPI oder auf die ,Lamb-Locher” einer
Rubidium-Séttigungsspektroskopie (Rb-Spec) stabilisiert werden. Polarisation
und Strahlleistung werden durch ein A/2-Pléttchen und einen Polarisations-
strahlteilerwiirfel (Glan-Taylor) eingestellt. Ein mit Coumarin 102 (C102) be-
triebener und von einem Krypton-Tonen-Laser (Kr*) gepumpter Farbstoff-Laser
liefert die Photonen fiir die Photoabsorptionsmessung am Atomstrahl. Zur Fre-
quenzstabilisierung wird ein eigenes FPI verwandt. Die Polarisation wird mit
einem elektro-optischen Modulator (EOM) eingestellt. Die Strahlleistung kann
mit einem Neutraldichtefilter (NDF) abgeschwécht werden. Die absolute Fre-
quenz beider Laser wird mit dem Michelson-Interferometer gemessen. Dabei
werden die Strahlen mit Teleskopen (TS) kollimiert, um durch Beugungseffekte
verursachte Fehler bei der Frequenzmessung zu verringern. Wahrend der Auf-
zeichnung des Photoabsorptionsspektrums wird die Transmission des Farbstoff-
Lasers durch das liangenstabilisierte FPI gemessen. Dies liefert eine relative Fre-
quenzmessung und dient der Frequenzeichung der Spektren.
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schen Pumpstufe wihrend der Messung von der Gréf8enordnung der Linienbrei-
te des Dioden-Lasers sein. Auf der Seite der Felderzeugung fiihrt eine relative
Anderung einer magnetischen Induktion von 1-10"*bei 2T bereits zu einer
Verschiebung der Ubergangsfrequenz um 3 MHz.

Um die Drift der Dioden-Laser-Frequenz zu unterdriicken, wurden zwei un-
abhéngige Stabilisierungen aufgebaut:

1. Driftunterdriickung durch Koppelung an die Frequenz eines driftarmen Re-
ferenz-Lasers: Die geringe Frequenzdrift eines Referenz-Lasers wird mit
Hilfe eines lingenabstimmbaren Fabry-Perot-Interferometers (FPI) und
zwei Regelkreisen auf den Dioden-Laser iibertragen. Ein Regelkreis sta-
bilisiert die Linge des FPI auf maximale Transmission fiir den Referenz-
Laser (Lingenstabilisierung des FPI). Ein weiterer Regelkreis stabilisiert
die Dioden-Laser-Frequenz auf maximale Transmission des Dioden-Lasers.
Die moglichen Stabilisierungspunkte fiir die Dioden-Laser-Frequenz bilden
zuniichst eine dquidistante Folge und haben einen Abstand von 300 MHz
(Modenabstand). Die geschickte Ausnutzung von Abgleichméglichkeiten
in der Fehlersignalerzeugung gestattet allerdings bei geschlossenem Regel-
kreis eine Feinabstimmung der Frequenz. Auf diese Weise wird ein Bereich
von etwa £10 MHz um den eigentlichen Stabilisierungspunkt zugénglich.
Dies ist fiir das Experiment von grofer Bedeutung. Da die Ubergangs-
frequenz fiir den optischen Pumpvorgang einer Zeeman-Verschiebung von
etwa 1,4 MHz/G unterliegt, und die Stirke der magnetischen Induktion
verhéaltnisméaBig frei gewahlt werden kann, stellt es keine Beeintriachtigung
dar, daf} die Stabilisierung nur fiir Frequenzwerte aus voneinander getrenn-
ten Intervallen moglich ist.

2. Driftunterdriickung durch Stabilisierung mit Hilfe einer Rubidium-Satti-
gungsspektroskopie: Gewisse Messungen miissen bei verschwindender ma-
gnetischer Induktion durchgefiihrt werden. In diesem Fall fillt die Uber-
gangsfrequenz der optischen Pumpstufe mit einem ,, Lamb-Loch* der Séat-
tigungsspektroskopie zusammen. Dariiber hinaus liefert der so stabilisierte
Dioden-Laser das Frequenznormal fiir die absolute Frequenzmessung.

Fiir die Stabilisierung wurden besondere elektronische Regelkreise entwickelt,
die an die Anforderungen des Experimentes angepafit sind. Das Fehlersignal wird
dabei durch synchrone Demodulation erzeugt. Im Gegensatz zu herkémmlichen
Regelkreisen wird hier eine Regelungsdynamik erreicht, die nicht mehr durch die
Zeitkonstante der Demodulation begrenzt wird. Auf diese Weise konnen Driften
auf einer Zeitskala bis in den ms-Bereich unterdriickt werden. Solche Regelkreise
sind unseres Wissens nach bisher in dieser Form noch nicht benutzt worden. Sie
werden spéter erldutert.

6.1.1 Beteiligte Hyperfeinstrukturzustinde

Bei Abwesenheit duflerer Felder sind die gebundenen Hyperfeinstrukturzustéinde
eines gegebenen Rubidiumisotops (A = 85 oder A = 87) eindeutig durch An-
gabe der Quantenzahlen n, I, j, f, my bestimmt. Dies liegt der Schreibweise
|ARb; n;l; 35 f, my) zugrunde. Eine Gesamtheit aller Zusténde, die sich héchstens
in ihrer m¢-Quantenzahl unterscheiden, heifit Hyperfeinstrukturmultiplett. Je-
des Hyperfeinstrukturmultiplett ist also durch das Isotop und die Angabe der
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Quantenzahlen n, [, j, f gekennzeichnet und wird mit [“Rb;n;1; j; f) abgekiirzt.
Mit der Quantenzahl ¢ des Kerneigendrehimpulses gilt

def

f§j+igz+%+z‘=fmax(l) (6.1)

und es gibt genau einen Zustand mit Quantenzahlen n, I, my = — fmax(l). Dieser
Zustand wird daher mit }ARb; n;l;myg = — fmax(l)) bezeichnet.! **Rb hat die
Kerneigendrehimpulsquantenzahl ¢ = 5/2. Damit ergibt sich fiir n = 5:

I=0 = foax=3 (6.2)
I=1 = foamx=4 (6.3)

Bei der Untersuchung des Zeeman-Effekts der Hyperfeinstruktur offenbaren die-
se Zusténde eine besondere Eigenschaft: Sind Quantisierungsachse und magne-
tische Induktion kollinear, so bleibt der Zustand |n;l;ms = — fmax) auch bei
nichtverschwindender Stirke der magnetischen Induktion Eigenzustand des zu-
gehorigen Hamilton-Operators? und die zugehorige Zeeman-Verschiebung ist

s 5 7
E(mylsmy = — fmax; B) =€ (n;l;myp = — frax; 0) = —B |:MB (l + %) - HK%]

(6.4)
Dabei sind
up=13996,2418(42) MHz/T Bohr-Magneton
pr= T7,6225914(23) MHz/T Kern-Magneton
ge= 2,002319304386(20) elektronischer g-Faktor (bezogen auf upg)
gi= 1, 35303 Kern-g-Faktor (bezogen auf )

Im Experiment wird der Ubergang zwischen zwei solchen Zustinden ge-
pumpt, ndmlich

[*Rb;5; 03 = =3) — [PRb; 5; 1imy = —4) (6.5)

Die entsprechende Ubergangsfrequenz v héingt dann nach (6.4) auf sehr einfache
Weise von der Stirke der magnetischen Induktion ab:

v(B)=vy— upB (6.6)

Dabei ist vy = v(0) aus spektroskopischen Experimenten mit einem Fehler von
0,4 MHz bekannt [BGR91]:

vp = 12816, 507037(2) cm ™ (6.7)

Bei gekreuzten Feldern ist |85Rb; 5 lmy = — fmax (l)> nicht mehr strenger Ei-
genzustand des zugehorigen Hamilton-Operators. Wenn er nicht entartet ist,
verschwindet allerdings bei der stérungstheoretischen Behandlung des zusétz-
lichen homogenen statischen elektrischen Feldes die Korrektur erster Ordnung:

<85Rb; 5;1;mp = — fmax(1)|eEoy[®Rb; 55 1;my = —fmax(l)> =0 (6.8)

!Entsprechendes gilt fiir ms = + fmax(l).
?Dies gilt nur, wenn der diamagnetische Zeeman-Effekt vernachlissigt wird.
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Dies ergibt sich z. B. mit dem Satz von Wigner-Eckart. Bei Messungen in ge-
kreuzten Feldern ist die magnetische Induktion stets so stark, da} davon ausge-
gangen werden kann, dafl die am optischen Pumpvorgang beteiligten Zustdnde
nicht entartet sind (Paschen-Back-Bereich). Der Einflul des elektrischen Feldes
auf die Pumpstufe wird dann vernachléssigt.

Es werden auch Messungen bei verschwindender magnetischer Induktion
durchgefiihrt. Dabei wird ebenfalls optisch gepumpt. Die Hyperfeinstruktur-
multipletts sind dann entartet und die optische Pumpstufe treibt alle erlaubten
Ubergénge zwischen Zustinden aus den beiden beteiligten Multipletts. Aller-
dings kann auch in diesem Fall der Einflufl des elektrischen Feldes vernachléssigt
werden. Wird die Quantisierungsachse kollinear zum elektrischen Feld gewahlt,
dann gilt fiir zwei Hyperfeinstrukturzustéinde desselben Multipletts

(% Rb; 5;1; 5; f, m'sleEoy[®°Rb; 5;1; j; fymy) = 0 (6.9)

Das auftretende Matrixelement kann nédmlich unter Verwendung des Satzes von
Wigner-Eckart als Linearkombination der Matrixelemente

<ARb;5;l,ml|eEy|ARb;5;l,ml> (my e {-1,...,1}) (6.10)

geschrieben werden, und diese sind sdmtlich Null wegen der definierten Paritéit
der auftretenden Zustdnde. Damit verschwindet die stérungstheoretische Kor-
rektur erster Ordnung auch in diesem Fall. Der Einflufl des elektrischen Feldes
auf die Pumpstufe wird daher stets vernachléssigt.

Die Frequenz vy aus (6.7) entspricht einer Vakuumwellenlinge von etwa
780,24 nm. Um die auf unterschiedliche Stérken der magnetischen Induktion
abstimmbare Laser-Strahlung bereitzustellen, wurde ein Dioden-Laser-System?
bei 780 nm verwandt.

Littrow-Anordnung

Bei Laser-Dioden bildet das Diodenmaterial dank geeigneter Beschichtungen
einen Laser-Resonator, in dem bei hinreichender Stromstérke Laser-Strahlung
erzeugt wird. Die optische Weglidnge des Resonators hangt von Temperatur und
Stromstérke ab.

Die Optik des hier benutzten Lasers besteht dariiber hinaus aus einer Littrow-
Anordnung. Dabei wird die Beugung an einem Reflektionsgitter ausgenutzt, um
das Verstéarkungsprofil fiir das Laser-Licht zu beeinflussen. Wie dies geschieht
soll kurz erlautert werden. Sei d die Gitterkonstante. Die y-Achse weise in Rich-
tung der Gitternormalen und die z-Achse senkrecht zu den Gitterlinien. Fallt
eine linear polarisierte monochromatische ebene Welle der Wellenldnge A so auf
das Reflektionsgitter, dal ihr Wellenvektor in der x — y-Ebene liegt, und sei der
Winkel a geméf k, = sin « definiert, dann gilt fiir den entsprechenden Winkel
oy, des Wellenvektors des gebeugten Lichtes p-ter Ordnung

(sinay, —sina) = p% (6.11)

Fiir gebeugtes Licht nullter Ordnung gilt also , Einfallswinkel=Ausfallswinkel*.
Die Bedingung, dafl das gebeugte Licht p-ter Ordnung in die einfallende Welle

3Modell DL 100 L der Firma TOPTICA Photonics GmbH
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zuriickfallt, d. h. dafl sin o, = — sin «v ist, wird genau fiir die Wellenldnge
2.
Ap (@) = Edsma (6.12)

erfiillt. In der Littrow-Anordnung wird der Anstellwinkel des Gitters so gewahlt,
daf} die Wellenldnge A\i () (p = 1) im Verstérkungsprofil der Laser-Diode liegt.
Fiir p > 1 trifft dies dann nicht mehr zu. Das Verstarkungsprofil der Littrow-
Anordnung bevorzugt also die Wellenléinge A (), die iiber den Anstellwinkel
des Gitters verschoben (durchgestimmt) werden kann.

Wird umgekehrt einer gegebenen Wellenldnge A der Winkel o zugeordnet,
fiir den A = A\j(«) gilt, so heifit der Winkel « Littrow-Winkel. Im Experiment ist
die Liniendichte des Gitters 1800 /mm und fiir A = 780,24 nm ergibt sich der
Littrow-Winkel a = 44,605°. Nach Herstellerangabe ist der iiber Verstellung
des Gitterwinkels zugéingliche Wellenldngenbereich 774 ... 785 nm.

Der Anstellwinkel des Gitters kann iiber Feinmechanikschrauben und pie-
zoelektrisch verstellt werden. Um eine vorgegebene Wellenlénge A zu treffen,
muf} zuerst das Verstarkungsprofil der Littrow-Anordnung so verschoben wer-
den, dal A nahe bei maximaler Verstirkung liegt (Grobeinstellung, Einstell-
fehler < 0,1 nm). Danach werden Diodenstrom und Gitterstellung so abgegli-
chen, dafl die Modenstruktur der als Resonator aufgefafiten Littrow-Anordnung
die gewiinschte Wellenlédnge liefert. Mitunter mufl auch die Temperatur ange-
paBt werden. Die Linienbreite betragt bei Littrow-Anordnungen im Einzelm-
odenbetrieb nach Herstellerangabe iiblicherweise 0,8 MHz in 1 ms. Im Experi-
ment kénnen nach einmal vorgenommener Grobeinstellung alle benotigten Wel-
lenldngen durch Verdnderung von Temperatur, Diodenstrom und piezoelektri-
scher Spannung bereitgestellt werden.

Der Dioden-Laser-Strahl ist wie iiblich astigmatisch, d. h. sein Querschnitt
weist eine elliptische Intensitéitsverteilung (Strahlprofil) auf, die durch unter-
schiedliche Strahltaillen entlang der Hauptachsen dieser Ellipse beschrieben
wird. Dies fithrt z. B. zu einer unterschiedlichen Divergenz des Strahls in Rich-
tung der Hauptachsen und muf3 bei Beugungseffekten beachtet werden.

6.1.2 Driftunterdriickung

Es kommen zwei verschiedene Verfahren zur Unterdriickung der Dioden-Laser-
Frequenzdrift zum Einsatz. Beide Verfahren erfordern elektronische Regelkreise,
deren Einzelheiten spéter dargestellt werden.

Driftunterdriickung durch Koppelung an einen Referenz-Laser

Die geringe Frequenzdrift eines Referenz-Lasers wird mit Hilfe eines lingenab-
stimmbaren Fabry-Perot-Interferometers und zwei Regelkreisen auf den Dioden-
Laser iibertragen. Dieses Stabilisationsverfahren wird bei Messungen mit ma-
gnetischer Induktion verwandt.

Als Referenz-Laser dient ein polarisationsstabilisierter Einzelmoden-Helium-
Neon-Laser* (He-Ne-Laser). Frequenz-, Moden- und Drifteigenschaften sind Ta-
belle 6.1 zu entnehmen.

4Model 200 Single Frequency HeNe Laser des Herstellers Coherent, Inc.
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Frequenz (Einzelmode) | 632,8 nm
Linienbreite ~ 1 MHz
Modenstruktur TEMgg
Polarisation linear
Frequenzdrift (kurzzeitig) | < £1MHz/5 min
Frequenzdrift (langfristig) | 5 MHz/°C

Tabelle 6.1: Spezifikationen des Referenz-Lasers (Model 200 Single Frequency
HeNe Laser des Herstellers Coherent, Inc.): Aufgefiihrt sind die Herstelleranga-
ben zu Frequenz-, Moden- und Drifteigenschaften.

Das verwandte Fabry-Perot-Interferometer® (FPI) hat sphirische Spiegel mit
einem Kriimmungsradius » = 50 cm und einem Abstand [, der sehr knapp unter
r liegt (,stabile konfokale Anordnung®). Zur Lingenabstimmung ist einer der
Spiegel auf einen piezoelektrischen Kristall (PZT) aufgeklebt und kann iiber die
angelegte Spannung um bis zu 1 pm verschoben werden. Die R6hre zwischen den
Spiegeln ist hermetisch gegen die Umgebung versiegelt und aus Super-Invar ge-
fertigt, das sich durch einen sehr geringen linearen Temperaturausdehnungskoef-
fizienten (< 0,36-107° /°C) auszeichnet . Dariiber hinaus wird die Temperatur
der Rohre aktiv stabilisiert. Der Hersteller spezifiziert eine Temperaturstabilitit
von 0,01 °C. Die Finesse bei der Referenz-Laser-Frequenz betréigt laut Spezifi-
kation mindestens 125, fiir die Dioden-Laser-Frequenz ist sie deutlich geringer.

Um zu erklidren, wie sich die Drifteigenschaften des He-Ne-Lasers auf den
Dioden-Laser iibertragen lassen, wird von der Resonanzbedingung [Yar75] fiir
Gauf3-Hermite-Moden im FPI ausgegangen. Danach tritt maximale Transmissi-
on durch das FPI genau dann auf, wenn fiir Frequenz v, Modenstruktur TEMg
und Lénge des FPI d

2
T = 7mc(y)z/l—2(oz+6+1)arctan l

1
2r —1 (6.13)

mit einer ganzen Zahl ¢ gilt (n ist der Brechungsindex des Mediums im FPI,
in diesem Fall Luft). Die Driftunterdriickung beruht auf den folgenden zwei
Méoglichkeiten, die Resonanzbedingung (6.13) zu erfiillen:

1. Fiir festes v (Referenz-Laser) durch Anderung von d
2. Fiir festes d durch Anderung von v (Dioden-Laser)

Beide Laser werden durch das FPT justiert. Mit Interferenzfiltern versehene Pho-
toverstédrker wandeln die beiden transmittierten Strahlleistungen in Spannun-
gen (,, Transmissionssignale®) um. Ein Regelkreis (FPI-Stabilisierung) maximiert

5Modell CFT-500P des Herstellers Burleigh Instruments, Inc.
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das Transmissionssignal des Referenz-Lasers durch Anderung der Linge d des
FPI. Ein weiterer Regelkreis (Dioden-Laser-FPI-Stabilisierung) maximiert das
Transmissionssignal des Dioden-Lasers durch Anderung von dessen Frequenz
(genauer: Anderung der PZT-Spannung am Gitter der Littrow-Anordnung).
Um ein moglichst gutes Signal-zu-Rausch-Verhéltnis der Transmissionssi-
gnale zu erreichen, werden beide Laser so durch das FPI justiert, dafl die La-
sermoden bestmoglich an die TEMyy Mode im FPI angeglichen werden (Mo-
denanpassung, ,,mode matching“). Dazu dient eine Linse vor dem Eingangs-
spiegel des FPI, durch die beide Laser in das FPI eingekoppelt werden. Die
Giite der Justierung kann wie folgt gepriift werden: Bei offenem Regelkreis
iiberstreicht die PZT-Spannung rampenférmig einen Bereich. Das von dieser
Spannung abhéngige Transmissionssignal wird mit Hilfe eines Oszilloskops im
x-y-Betrieb ausgegeben (PZT-Spannung: x; Transmissionssignal: y). Wird in der
Resonanzbedingung (6.13) die schwache Lingenabhéngigkeit des arctan-Terms
vernachléssigt und dieser Term durch seinen Wert fiir I = r ersetzt, so ergibt

sich die Ndherung
% q—l—%(a—i—ﬁ—i—l) =1 (6.14)
Demnach gibt es zwei Arten von Spitzen im Transmissionssignal: Moden mit
geradem « + ( verursachen Spitzen bei 21 = A\g + 1/2, solche mit ungeradem
a + B bei 2l = A\g. Bei guter Modenanpassung wird daher jedes zweite Maxi-
mum des Transmissionssignals stark unterdriickt. Das Maf§ der Unterdriickung
ist der Unterdriickungsfaktor, d. i. das Verhéltnis der transmittierten Leistung
bei nicht unterdriickten und unterdriickten Maxima. Im Experiment betrégt der
Unterdriickungsfaktor fiir den Referenz-Laser ungefihr 100. Fiir den Dioden-
Laser konnen die unterdriickten Maxima bei guter Justierung nicht mehr auf-
gelost werden. Dies liegt an der deutlich geringeren Finesse im Infraroten. Ein
Einflufl des Astigmatismus des Dioden-Laser-Strahls konnte nicht festgestellt
werden. Fiir die folgenden Betrachtungen kénnen daher hohere FPI-Moden ver-
nachléssigt und in der Resonanzbedingung (6.13) o = 3 = 0 gesetzt werden.
Werden die beiden Regelkreise nacheinander geschlossen, so bestehen mit
den Bezeichnungen vy = vgeNe, ¥ = UDiode gleichzeitig die folgenden Bedingung;:

27 (vo) l
= ——pl —2arct 6.15
qom P arctan 4 / 5] (6.15)
2 l
gt = %(V)Vl — 2arctan 4/ 5 1 (6.16)

Die erste Gleichung legt I in Abhéngigkeit von 1 fest und die zweite Gleichung
v:

nwy=n)w = 5o (- (6.18)

In die Bestimmungsgleichungen (6.15) und (6.18) geht der Brechungsindex im
Interferometer ein. Dieser hdngt neben der Frequenz auch vom Druck p und der
Temperatur 7" ab. Damit ist auch v eine Funktion von vy, p und T

v=v(vy;p,T) (6.19)
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Das vollstéindige Differential der Funktion v im Arbeitspunkt liefert die Ab-
schitzung, wie gut die Drift des Dioden-Lasers unterdriickt wird. Die partiellen
Ableitungen dv/0vy, Ov/Op, Ov/OT werden mit Hilfe des Satzes iiber implizite
Funktionen in Anhang A bestimmt. Fiir die Beschreibung des Brechungsinde-
xes von Luft als Funktion von Frequenz, Druck und Temperatur wird dort auf
die empirische Formel von Edlen (siche Anhang A.1, [Lid90]) zuriickgegriffen.
Hier werden nun die Werte fiir einen nahe an den experimentellen Bedingungen
liegenden Arbeitspunkt angegeben. Dieser wird durch folgende Werte festgelegt:

Vg = VHeNe = 032,8nm (6.20)
V= UDiode = 780,24 nm (6.21)
p = 1000hPa (6.22)

T = 25°C (6.23)

Die Anwendung der Ergebnisse aus Anhang A liefert:

dp dr
dVpiode = 0,81 - dvpene + 0,50 MHz - TPa 1,7 MHz- °C (6.24)
Hier wird klar, wie wichtig die hermetische Versiegelung und aktive Tempe-
raturstabilisierung des Interferometers ist. Im stabilisierten Zustand iibertragt
sich also im wesentlichen die um den Faktor 0,81 geddmpfte Drift des Referenz-
Lasers auf den Dioden-Laser.

Driftunterdriickung durch Koppelung an ein
Sattigungsspektroskopiesignal

Eine Sattigungsspektroskopie mit einer Rubidiumzelle gestattet die Stabilisie-
rung der Dioden-Laser-Frequenz auf den optischen Pumpiibergang bei verschwin-
dender magnetischer Induktion. Dariber hinaus liefert die damit bereitgestellte
Laser-Frequenz das Frequenznormal fiir die absolute Frequenzmessung.

Die Zelle enthilt Rubidium im natiirlichen Isotopengemisch (siehe 5.2). Sie
ist zylinderformig und hat eine Lénge von etwa 10 cm. Die Séttigungsspektrosko-
pie hat den tiblichen Aufbau. Ein Teil des Dioden-Laser-Strahls wird {iber einen
Strahlteiler ausgekoppelt, zur Strahlaufweitung durch ein Teleskop justiert und
anschlieend erneut geteilt. Einer der so erzeugten Strahlen wird entlang der Zy-
linderachse durch die Zelle justiert (,,Pumpstrahl“). Der andere Strahl wird stark
abgeschwicht (,, Probenstrahl“) und gegenldufig mit dem Pumpstrahl in der Zel-
le iiberlappt. Die Transmission dieses Strahls wird mit einem Photoverstarker
in eine Spannung (Transmissionssignal) umgewandelt. Diese Spannung ist das
Sattigungssignal. Tatséchlich sind Pump- und Séattigungsstrahl leicht gegenein-
ander verkippt, um den S#ttigungsstrahl leichter mit einem Photoverstérker
auffangen zu koénnen.

Das Sittigungssignal fiir die D2-Ubergiinge (55172 — 5p3/2) der beiden Ru-
bidiumisotope besteht aus zwei Beitrigen:

1. Doppler-verbreiterter Untergrund: Wird der Séttigungsstrahl abgedeckt,
so ist das Transmissionssignal des Probenstrahls ein Doppler-verbreiter-
tes (invertiertes) Photoabsorptionssignal. In diesem sind Ubergénge nur
dann getrennt aufgelost, wenn sie entweder zu unterschiedlichen Isotopen
gehoren oder unterschiedliche f-Quantenzahl des Grundzustandes haben.
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Hingegen geht die Hyperfeinstruktur des 5p3/o-Zustandes in der Doppler-
Verbreiterung unter. Da es zwei Isotope gibt (3Rb und 87Rb) und fiir
jedes von diesen zwei f-Quantenzahlen des 5s;/o-Zustandes, besteht das
Spektrum aus vier Maxima.

2. ,Lamb-Lécher®: Geht auch der Sattigungsstrahl durch die Zelle, tauchen
Spitzen in dem Doppler-verbreiterten Transmissionssignal des Proben-
strahls auf. Diese sind die eigentlich interessanten Bestandteile des S&tti-
gungssignals und werden als ,, Lamb-Locher” (hier besser ,,Lamb-Spitzen*)
bezeichnet. Sie entstehen dadurch, dal Atome nur dann Photonen aus dem
Probenstrahl absorbieren kénnen, wenn sie sich nicht bereits in einem an-
geregten Zustand befinden. Gegeniiber dem Transmissionssignal des Pro-
benstrahls ohne Séttigungsstrahl kommt es dann bei den Frequenzen zu ei-
ner verminderten Absorption (=erhshte Transmission), bei denen es viele
Atome gibt, die sowohl aus dem Sattigungsstrahl als auch aus dem Proben-
strahl mit nennenswerter Wahrscheinlichkeit absorbieren. Damit diese Be-
dingung erfiillt ist, mufl im Schwerpunktssystem des Atoms die Frequenz
des Probenstrahls v, ebenso bei einer Ubergangsfrequenz liegen wie die
Frequenz des Sittigungsstrahls v,. Die beiden Ubergangsfrequenzen vy, vy
konnen unterschiedlich sein:

vp =11 Vs = Us (6.25)

Vp, Vs gehen durch Doppler-Verschiebung aus der Frequenz im Laborsy-
stem v hervor. Mit den Bezeichnungen

def kp

P
e kS
V,=V. . (6.27)

gilt in nichtrelativistischer Naherung bis zur ersten Ordnung in V' geméf
(3.26)

v (1 - %) . (6.28)
v (1 . E) - (6.29)

c

Bei exakt gegenldufigen Strahlen k, = —k,, ergibt sich sofort

vV =

(14 12) (6.30)

N =

und im Falle 1 = 15 wird auch v = v; = v5 und es gilt
V,=V,=0 (6.31)

Es handelt sich also um ein Doppler-freies Signal. Die zusétzlichen Signa-
le bei den arithmetischen Mitteln unterschiedlicher Ubergangsfrequenzen
werden als Kreuzungssignale (,,cross-over signals“) bezeichnet.

Wenn die beiden Strahlen nicht mehr exakt gegenldufig sind, dann sind
fiir 11 = vy die Bedingungen (6.28) und (6.29) gleichbedeutend mit V,, =
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Vs. Damit ist das Signal nicht mehr vollkommen Doppler-frei. Aus der
Invarianz der Bedingung V},, = V, unter Geschwindigkeitsumkehr und der
Isotropie der Geschwindigkeitsverteilung der Atome folgt allerdings mit
(6.28) oder (6.29), dafi das Loch im Séttigungssignal nach wie vor eine
Mittelfrequenz von v hat. Es tritt allerdings eine Verbreiterung auf.

f=4
FWHM ~ 10 MHz

Sattigungssignal

T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250

relative Frequenz [MHz]

Abbildung 6.2: Gemessenes Sittigungsspektrum der ®°Rb-D2-Hyperfeinstruk-
turiibergdnge mit fy = 3: Gemessenen wurde das Séttigungssignal in Abhén-
gigkeit von der PZT-Spannungen des Gitters in der Littrow-Anordnung. Diesen
Spannungen wurden mit Hilfe spektroskopischer Daten [BGR91] relative Fre-
quenzen zugeordnet. Alle sechs theoretisch erwarteten Spitzen werden aufgelost.
Die Spitzen bei den drei Ubergangsfrequenzen fiir die Anregung der Zustiinde
|5p3/2; f = 2,3,4) sind gekennzeichnet. Bei dem arithmetischen Mittelwert von
je zwei solchen Ubergangsfrequenzen tritt ein Kreuzungssignal auf. Der im Ex-
periment optisch gepumpte Ubergang ist mit roter Farbe hervorgehoben. Die
experimentelle Linienbreite betrigt etwa 10 MHz (FWHM).

Demnach sollten bei den Ubergangsfrequenzen Lamb-Lécher mit einer Brei-
te nahe bei den entsprechenden natiirlichen Linienbreiten moglich sein. Die
tatséchlich erreichte Breite wird u. a. durch die geringfiigige Verkippung von Sét-
tigungs- und Probenstrahl sowie die Séttigungsverbreiterung des Probenstrahls
beschriinkt [Dem98].% Zur Verminderung der Sittigungsverbreiterung werden
Séttigungs- und Probenstrahl stark aufgeweitet (Durchmesser etwa 4 mm). Bei
gleicher Strahlleistung sinkt dann die Intensitdt wihrend mehr Atome zum Si-
gnal beitragen. Im Experiment wurde der Kontrast des Lamb-Loches fiir den
gewiinschten Ubergang iiber die Strahlleistung optimiert.

6Zu weiteren Verbreiterungsmechanismen bei Sittigungsspektroskopie an Rubidium siehe
[BGRY1].



6.1. OPTISCHE PUMPSTUFE 89

Die tatséchliche Frequenz, an der sich das Lamb-Loch der Sattigungsspek-
troskopie befindet, sollte maglichst wenig von der feldfreien Ubergangsfrequenz
abweichen. Andernfalls wire die Effizienz der optischen Pumpstufe gering. Des-
wegen wurde die Rubidiumzelle mit einem p-Metall-Schild gegen magnetische
Streufelder abgeschirmt. Dies vermindert im {ibrigen auch die Breite des Lamb-
Loches, da eine nicht verschwindende magnetische Induktionen die Entartung
der Hyperfeinstrukturmultipletts aufhebt.

Abbildung 6.2 zeigt das experimentell Séttigungsspektrum. Mit einem digita-
len Speicheroszillographen wurde das Séttigungssignal in Abhéingigkeit von der
Spannung am PZT des Gitters der Littrow-Anordnung gemessen. Abgebildet ist
die Gruppe der ®*Rb-Multiplettiiberginge |5s1/2; fo = 3) — {|5ps/2; )} re2,3.4}
(kurz: D2-Ubergiinge von $°Rb mit fy = 3). Theoretisch werden sechs Spitzen
erwartet. Drei bei den Ubergangsfrequenzen fiir die Anregung der Multipletts
{15p3/2; )} feq2,3,4y (Ubergéinge) und drei bei den arithmetischen Mittelwerten
von je zwei dieser Ubergangsfrequenzen (Kreuzungssignale). Wird von einem
linearen Zusammenhang zwischen PZT-Spannung und Dioden-Laser-Frequenz
ausgegangen, kann jeder PZT Spannung eine relative Frequenz zugeordnet wer-
den. Dazu wird von den aus der Literatur [BGR91] bekannten Frequenzabstéinde
zwischen den am weitesten auseinander liegenden Ubergéingen (f = 2 und
f = 4) ausgegangen und die Frequenz-Eichung der PZT Spannung durch li-
neare Inter- bzw. Extrapolation festgelegt. Der damit ermittelte Wert fiir die
relative Frequenz des Ubergangs mit f = 3 stimmt sehr gut mit dem Literatur-
Wert iiberein. Nun kann aus dem Spektrum leicht die Breite des Ubergangs mit
f = 4 ermittelt werden. Sie betriigt ungefihr 10 MHz (FWHM). Diese Breite
stimmt im Rahmen der Ableseungenauigkeit mit dem Wert von 12 MHz {iberein,
der in der Séttigungsspektroskopie aus [BGRI1] erreicht wird. Die natiirliche Li-
nienbreite betréigt 6 MHz.

6.1.3 Neu entwickelte elektronische Regelkreise

In allen Fillen muf8 zur Driftunterdriickung eine Grifle £ (Linge, Frequenz)
auf einen Wert stabilisiert werden, an dem eine von £ abhingige Mefsgrofse U
(Transmission) als Funktion von & ein strenges lokales Extremum hat. Wird
& von einer Stellgrifle x gesteuert, so kann d(U(&(x)))/dx als Fehlergrofle fir
einen Regelkreis verwandt werden. Um diese Fehlergrifie zu gewinnen, wird das
Verfahren der synchronen Demodulation angewandt. Dieses verfigt ferner tiber
hervorragende Rauschunterdriickungseigenschaften.

Die Entwicklung der elektronischen Regelkreise fiir die Driftunterdriickung
beruht auf neuen Erkenntnissen in folgenden Bereichen:

1. Struktur und Dynamik des synchronen Demodulationssignals
2. Einflul der Modulationsamplitude auf das Fehlersignal
3. Dynamik von Regelkreisen mit tiefpafigefilterten Fehlersignalen

Die folgenden Ausfithrungen begriinden die Notwendigkeit einer Untersuchung
dieser Punkte.

Bei dem Verfahren der synchronen Demodulation wird der Stellgréfie z
eine (kleine) Sinus-Modulation (Kreisfrequenz w) aufgeprigt. Das Meflsignal
U(&(x(t))) wird mit einer Sinus-Schwingung gemischt, deren Kreisfrequenz mit
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der der Modulation synchronisiert ist, und deren Phase gegeniiber der der Modu-
lation um einen zeitlich konstanten Wert verschoben werden kann. Anschlieffend
erfolgt eine Tiefpafifilterung. Die zugehorige Zeitkonstante 74, wird als Demo-
dulationszeitkonstante bezeichnet. Das auf diese Weise erzeugte Demodulati-
onssignal enthilt das gewiinschte Fehlersignal. Bekannt ist, daf3 das synchrone
Demodulationssignal in guter Ndherung exponentiell mit Zeitkonstante 74, ge-
gen das Fehlersignal strebt, wenn die Modulation um einen zeitlich konstanten
Arbeitspunkt xg erfolgt. Es konnte keine Literatur gefunden werden, die eine
Aussage iiber die Giite dieser Ndherung macht. Dariiber hinaus muf fiir die An-
wendung in Regelkreisen von einem zeitabhéingigen Arbeitspunkt ausgegangen
werden. Auch der Einfluf} eines zeitlich verdnderlichen Arbeitspunktes auf das
synchrone Demodulationssignal scheint bisher nicht n&her untersucht worden
zu sein. Der Anhang B widmet sich diesen Fragen. Er erkliart das Verfahren
der synchronen Demodulation ausgehend von den grundlegenden Begriffsbil-
dungen (B.1 und B.2) bis zur Anwendung in der Regelungstechnik (B.3). Das
Ziel ist dabei die Untersuchung des Einflusses frei wéhlbaren Parameter (Modu-
lationsamplitude, Modulationsfrequenz, Demodulationszeitkonstante) und ihre
Optimierung fiir das Experiment. Die gewonnenen Erkenntnisse liefern einfache
Optimierungsregeln und sind in B.5 zusammengefaf}t.

Ein wichtiges Ergebnis des Anhangs B ist, dafl das synchrone Demodulations-
signal das Fehlersignal enthélt, allerdings nur in tiefpafigefilterter Form, wobei
die Zeitkonstante dieser Tiefpafifilterung durch die Demodulationszeitkonstante
Tam gegeben ist. Es ist klar, dafl dies einen verzogernden Einflufl auf die Rege-
lungsdynamik hat. Ferner kann 74, nicht beliebig klein gew#hlt werden, da die
Rauschunterdriickung und Fehlersignalgiite der synchronen Demodulation und
damit die erreichbare Giite der Stabilitit umso schlechter werden, je kleiner 74,
ist.” 74, liegt je nach der erforderlichen Rauschunterdriickung iiblicherweise im
Bereich 1 ms...1s, mitunter aber auch deutlich dariiber. Das mit der Demodu-
lation verbundene Tiefpafiverhalten ist deswegen meist viel ausgeprigter als alle
sonstigen im Regelkreis befindlichen Verzégerungen. Daher mufl gekliart werden,
wie die Tiefpafifilterung des Fehlersignals die Regelungsdynamik beeintréichtigt
und welche Gegenmafinahmen ergriffen werden kénnen (Punkt (3)). Tatséchlich
konnte eine Reglertopologie entwickelt werden, die die Beschrinkung der Rege-
lungsdynamik durch diesen Tiefpafl wvollstindig aufhebt. Schliefllich gestattet
die Kldrung von Punkt (2) eine im Sinne des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses
bestmogliche Verteilung der Verstarkungen im Regelkreis.

Die Untersuchungen zu den Punkten (3) und (2) liefern Ergebnisse, die un-
seres Wissens nach neu sind. Thre Ableitung ist allerdings recht aufwendig. Um
den Rahmen technischer Betrachtungen nicht zu sehr auszudehnen, wird auf
eine ausfiihrliche Darstellung verzichtet. Stattdessen soll das gemessene Regler-
verhalten fiir sich sprechen.

Regelungstechnik

Die allgemeinen Uberlegungen zur Stabilisierung durch synchrone Demodula-
tion (siehe B.3) lassen sich mit Blick auf die Tabelle 6.2 unmittelbar auf die
Driftunterdriickung anwenden.

“Fiir Rauschen, das dem Transmissionssignal iiberlagert ist, bildet die Demodulation einen
Bandpafl mit Durchlafrequenz 27w und 3 dB-Frequenzbreite von (27)/7gm, -
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Regelkreis Regelgrofie Stellgrofle MeBgrofie
flir =Steuerspannung =Transmission
fir von durch
FPI Lénge l UpzT,Spicgel He-Ne FPI
Dioden-Laser | Frequenz v UpzT,Gitter Dioden-Laser | FPI
FPI
Dioden-Laser | Frequenz v UpzT,Gitter Probenstrahl | Zelle
Zelle

Tabelle 6.2: Regelkreise zur Driftunterdriickung: Physikalische Gréfen und ihre
regelungstechnische Bedeutung

Alle Regelkreise lassen sich in Rahmen eines einheitlichen Modells beschrei-
ben, das in Abbildung 6.3 dargestellt ist. Das Modell fiir den Lock-In-Verstéirker
ist ein Ergebnis aus Anhang B. Insgesamt setzt sich der Regelkreis aus folgenden
Bestandteilen zusammen:

1. Summationspunkt 1: Hier wird die Stellgréfle als Summe verschiedenen
Spannungen erzeugt (Arbeitspunktspannung, Modulationsspannung und
bei geschlossenem Regelkreis Reglerspannung).

2. Regelstrecke: Ordnet der Stellgrofle die Regelgrofie zu. Die genaue Ge-
setzméBigkeit dieser Zuordnung héngt von weiteren Parametern ab (Tem-
peratur, Druck, usw.).

3. Lock-In-Verstirker: Erzeugt die Fehlergrofie (Fehlerspannung), verstirkt
sie und unterwirft sie einer Tiefpaf}filterung.

4. Regler: Erzeugt aus der Fehlergrofie die Reglerspannung.

Geschlossene Regelkreise werden durch ihr sog. Stérverhalten gekennzeichnet.
Das Storverhalten beschreibt den Einfluf} einer an einer bestimmten Stelle des
geschlossenen Regelkreises (,,Storstelle”) eingekoppelten Stoérgréfie auf eine Be-
zugsgrofe (z. B. Stellgrofle, Regelgrofle, Fehlergrofie). Dementsprechend hingt
das Storverhalten davon ab, welche Bezugsgréfie gewéhlt und wo die Storgrofie
eingespeist wird. Ein hinsichtlich eines vorgegebenen Storverhaltens idealer Re-
gelkreis zeichnet sich dadurch aus, daf§ die Storgrofie iiberhaupt nicht auf die
Bezugsgrofle wirkt. Entsprechend wird die Giite eines realen Regelkreises an der
Unterdriickung des Einflusses der Storgrofie auf die Bezugsgrofie gemessen.

Zur Entwicklung der Regler wurde von einer Reglerklasse ausgegangen, ein
entsprechendes Modell fiir den oben beschriebenen Regelkreis aufgestellt, ein
zu untersuchendes Storverhalten festgelegt und iiber die Reglertopologie die
Regelungsdynamik optimiert, um eine moglichst schnelle Ausddmpfung von
Storsignalen zu gewéhrleisten. Alle hier betrachteten Regelkreise konnen im
Rahmen des gleichen Modells behandelt werden.
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Abbildung 6.3: Modell fiir den Signalfluf} in den Regelkreisen (lineare Verstérker
sind mit ,V* gekennzeichnet): Die drei Grundbausteine sind Regelstrecke,
Fehlergrofienerzeugung (Lock-In-Verstéirker) und Regler. Bei Summationspunkt
1 wird der Stellgrofle eine kleine Modulation aufgepréigt, die die Erzeugung
der Fehlergrofe durch synchrone Demodulation im Lock-In-Verstérker gestat-
tet. Diese Verfahren liefert das Fehlersignal allerdings nur in tiefpafigefilterter
Form. Bei der Untersuchung des Regelkreises sind die Summationspunkte 1,
2 und 3 wichtig. Bei 1 kann neben der Modulation auch eine Stufenfunktion
eingespeist werden. Dies wird spéter bei der Messung der Regelkreisdynamik
ausgenutzt. Summationspunkt 3 gestattet eine “Feinabstimmung des Sollwer-
tes“ iiber den Offset des Lock-In-Verstirkers. Schliellich kénnen Stérungen der
Regelgrofie als bei 2 eingespeiste Storsignale beschrieben werden.

Die Untersuchungen ergaben, daf§ bei Verwendung eines Proportional-Inte-
gral-Reglers die Regelungsdynamik durch die Tiefpaffilterung der Demodulati-
on begrenzt wird. Dieses Ergebnis ist nicht iberraschend. Erstaunlicher ist, da§
Proportional-Integral-Differential-Regler (PID-Regler) diese Grenze iiberwinden
konnen, wenn sie an die Signaliibertragungsdynamik der iibrigen Bestandteile
des Regelkreises angepafit werden. Besser noch: Das aufgestellte Modell liefert
fiir jede vorgegebene Zeitkonstante 7 diejenigen (eindeutig bestimmten) Wer-
te fiir Proportional-, Integral- und Differentialverstirkung, fiir die Storsignale
aperiodisch mit der Zeitkonstante 7 geddmpft werden. Tatsédchliches und ge-
wiinschtes Storverhalten des Regelkreises stimmen dann sehr gut iiberein. Dies
wird weiter unten durch Messungen belegt. Gleichzeitig werden dort die Grenzen
der Regelungsdynamik aufgezeigt. Es konnen bequem Dampfungskonstanten 7
verwirklicht werden, die um etwa eine Groflenordnung kleiner sind als die De-
modulationszeitkonstante 74, .
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Technische Verwirklichung

Bei der technischen Verwirklichung mufl zunéchst die Reglerbandbreite festge-
legt werden. Dies hat folgenden Grund: Ist die RegelgroBe sehr nahe beim Soll-
wert und wird bei nicht geschlossenem Regelkreis eine harmonisches Stérspan-
nung mit gegebener Frequenz in den Summationspunkt 1 eingespeist, so weist
die (nicht an die Regelstrecke weitergeleitete) Reglerspannung gegeniiber der
Storspannung eine frequenzabhéngige Verstirkung und eine frequenzabhéngige
Phasendifferenz auf. Die hier betrachteten Regelkreise enthalten piezoelektrische
Kristalle, die charakteristische Resonanzfrequenzen fiir die Umsetzung von elek-
trischen in mechanische Schwingungen haben. In der N#her dieser Frequenzen
dndert sich die Phasendifferenz so stark, daf} sie sich mit anderen Phasendiffe-
renzquellen (z. B. Tiefpéssen in den Ansteuerungen) auf 7 addieren kann. Um
Schwingungen des Regelkreises zu vermeiden, muf} die Verstarkung fiir Frequen-
zen mit nahe bei 7 liegender Phasendifferenz deutlich kleiner als Eins sein. Dies
kann durch geeignete Beschrankung der Reglerbandbreite gewihrleistet werden.

Die Regler wurden entsprechend der Bandbreitenvorgabe rauscharm und
storunempfindlich aufgebaut (doppelt kaschierte Platinen, mehrfach gesiebte
Spannungsversorgungen, rauscharme Bauteile, geschirmte Leitungen). Ferner
wurde jeder Regelkreis als elektronische Einheit galvanisch vom Hausnetz ge-
trennt und tiber magnetische Spannungskonstanthalter versorgt.

Fiir die synchrone Demodulation sollte die Modulationsfrequenz nach den
Ergebnissen des Anhangs B.3 moglichst hoch sein. Gleichzeitig sollten bei ihr
moglichst wenige Stérungen auf den Regelkreis wirken (siehe FuBinote 7). Da-
her wurde die Modulationsfrequenz in einen Bereich oberhalb der ersten Re-
sonanzfrequenz des jeweiligen PZTs gelegt, in dem die Phasendifferenz nur
eine schwache Frequenzabhéngigkeit aufweist. Die tatsichlichen Werte liegen
bei 5,21 kHz fiir den FPI-Regelkreis und bei 6,12 kHz fiir die beiden Dioden-
Laser-Regelkreise. Bei allen Regelkreisen wurde die Demodulation vorgefiltert.
Dank des stabilen optischen Aufbaus liefert dann bereits eine Demodulations-
zeitkonstante von 10 ms ein Demodulationssignal hinreichender Giite. Fiir die
Verstiarkungseinstellungen der Regler wurden die Werte gewihlt, bei denen das
entwickelte Modell fiir den jeweiligen Regelkreis eine aperiodische Ausddmpfung
von Storungen der Regelgrofie vorhersagt.

Experimentelle Priifung der Regelkreise

Die Ubereinstimmung zwischen Modell und technischer Umsetzung wird folgen-
dermaflen gepriift:

1. Es wird eine Zeitkonstante 7 vorgegeben. Am Regler werden die Werte
fiir Proportional-, Integral- und Differentialverstirkung eingestellt, fiir die
nach dem Modell Storsignale aperiodisch mit Zeitkonstante 7 geddmpft
werden.

2. Der Regelkreis wird geschlossen. In Summationspunkt 1 (siche Abbildung
6.3) wird als Storsignal eine Sprungfunktion eingespeist (Zeitpunkt fiir
das Auftreten der positiven Flanke ¢y). Die Zeitabhingigkeit der Stell-
grofe (Stellsignal) wird mit einem durch die Sprungfunktion getriggerten
digitalen Speicheroszillographen aufgezeichnet. Damit wird in der Mes-
sung tg = 0. Eine Mittelung iiber mehrere Aufzeichnungen unterdriickt
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die Anteile der StellgroBe, die nicht durch das Storsignal verursacht wer-
den.

3. Vergleich von tatsédchlichem und gewiinschtem Storverhalten: Nach dem
Modell wird fiir das Stellsignal fiir Zeiten ¢ > 0 eine aperiodisch mit Zeit-
konstante 7 geddmpft Sprungfunktion erwartet:

Us (Ug, A, 15t) = Uy + Aexp (—E) (t>0) (6.32)
T

Dabei ist A die Amplitude der Sprungfunktion und Uy der Wert der Stell-
grofe, der sich durch den Betrieb des geschlossenen Regelkreises zum Zeit-
punkt ¢ = 0 einstellt. Der qualitative und quantitative Vergleich mit dem
tatséchlichem Storverhalten geschieht folgendermafien: Uj, A’ und 7/ wer-
den als freie Parameter angesehen und durch Angleichung der Funktion
Us(U§, A’ 75 t) an das gemessene Storsignal festgelegt. Der Korrelations-
koeffizient R zwischen U, (U, A',7';t) und dem gemessenen Verlauf ist
dann ein Ma8 fiir die qualitative Ubereinstimmung von tatsichlichem und
gewiinschtem (aperiodische Dampfung) Stérverhalten. Ist diese gut, so lie-
fert der Vergleich von 7/ und 7 ein quantitatives Maf} dafiir.

Stellvertretend finden sich hier die Messungen fiir den Regelkreis zur Di-
oden-Laser-FPI-Stabilisierung. Der Regelkreis zur FPI-Lingenstabilisierung ist
dabei geschlossen. Es werden fiir zwei Messungen (Abbildungen 6.4, 6.5) die
gewiinschte Zeitkonstante 7, die durch Losung des Ausgleichsaufgabe bestimm-
te Zeitkonstante 7' sowie der Korrelationskoeffizient R fiir diese Losung an-
gegeben. Dabei ergibt sich eine erstaunlich gute qualitative und quantitative
Ubereinstimmung zwischen vorhergesagtem und gemessenem Storverhalten. Die
Zeitkonstanten liegen bereits deutlich unter der Demodulationszeitkonstante
Tam = 10ms. Dies bestétigt die Leistungsfihigkeit der neu entwickelten Re-
gelkreise. Die Messung fiir 7 = 1 ms zeigt die Grenzen des Modells. Die Ab-
weichungen sind dadurch zu erkldren, dafl die verhiltnisméfig geringe Regler-
bandbreite fiir den Dioden-Laser-Regelkreis bei hoheren Frequenzen v. a. die
Differentialverstirkung verringert. Ein Uberschwingen wie in Abbildung 6.6 ist
die typische Folge. Das dort gezeigte Storverhalten wird zwar nicht sehr gut
durch eine aperiodische Ddmpfung beschrieben, es ist allerdings klar ersichtlich,
dafl es ohne weiteres geduldet werden kann, wenn die Regelkreisdynamik voll
ausgeschopft werden soll. Die Dampfungskonstante der Schwingung liegt hier
im sub-ms-Bereich.

Nach (6.24) wird die Frequenzstabilitéit des Dioden-Lasers durch die Fre-
quenzdrift des Referenz-Lasers und in geringerem Mafle durch Druck- und Tem-
peraturschwankungen im FPI beschriinkt. Daher werden Referenz-Laser und die
Temperaturstabilisierung des FPI samt dem Regelkreis, der die Lange des FPI
auf die maximale Transmission des Referenz-Lasers stabilisiert im stdndigen Be-
trieb gehalten. Zur Uberwachung des Regelkreises dient ein Fensterkomparator,
der den Pegel des Transmissionssignals mit einem Mindestwert vergleicht und
bei seiner Unterschreitung ein Fehler-bit setzt. Diese Fehler-bit bleibt solange
gesetzt, bis es von Hand geloscht wird. Der Mindestwert wurde etwa auf 3/4
des maximalen Pegels des Transmissionssignals (bei bestméglicher Modenanpas-
sung) eingestellt. Bei der Referenz-Laser-Frequenz hat das FPT eine Finesse von
mindestens 125. Daher antwortet das Transmissionssignal bei dieser Wellenléinge
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Abbildung 6.4: 7 = 4ms, 7 = 3,94(4) ms, R = 99,562%
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Messung
Ausgleichskurve

StellgréRe [mV]

Zeit nach positiver Pulsflanke [ms]

Abbildung 6.6: 7 = 1 ms: Hier werden die Grenzen der Regelkreisdynamik sicht-
bar. Im Modell nicht beriicksichtigte Bandbreitenbegrenzungen fithren zu einem
Uberschwingen des Stellsignals und damit zu einer Abweichung vom vorherge-
sagten Storverhalten. Trotzdem kann es anhand der Abbildung noch als gutartig
eingestuft werden.

sehr empfindlich auf Stérungen der Regelgréfie (=Lénge des FPI). Trotzdem
vergehen Wochen, bis das Fehler-bit gesetzt wird. Selbst dann hat die Trans-
mission durch das FPI noch den maximalen Wert, der durch Abgleich der Léinge
erreicht werden kann. Doch ist der Pegel dieses Wertes bis knapp iiber den Min-
destpegel abgesunken. Dies liegt an einer langfristigen Selbst-Dejustierung der
Strahllage und -richtung des Referenz-Lasers im FPI (Temperaturschwankungen
und damit verbundenen Langendnderungen der Feinmechanikschrauben an den
Spiegelhaltern). Die damit verbundene verschlechterte Modenanpassung hat ein
Absinken des erreichbaren Pegels fiir die Transmission zu Folge. Nach kurzer
Nach-Justierung wird der urspriingliche Pegel wieder erreicht.

6.1.4 Frequenzfeinabstimmung

Die Bestimmungsgleichung (6.18) 148t fiir die Dioden-Laser-Frequenz bei An-
koppelung an die Referenz-Laser-Frequenz einen diskreten Satz von Stabilisa-
tionswerten mit einem Abstand von etwa 300 MHz zu. Daher wird im Expe-
riment die Stédrke der magnetischen Induktion so gewéhlt, daf3 die zugehorige
Ubergangsfrequenz (6.6) fiir den optischen Pumpvorgang moglichst nahe bei ei-
nem Stabilisationswert liegt. Zusétzlich wird die Moglichkeit einer Feinabstim-
mung der Dioden-Laser-Frequenz bereitgestellt. Damit wird fiir Messungen bei
nichtverschwindender magnetischer Induktion die Dioden-Laser-Frequenz auf
hochstmogliche Effizienz der optischen Pumpstufe abgeglichen.

Die Optimierung geschieht folgendermafien: Im Experiment mit gekreuzten
Feldern werden Anregungen von dem durch optisches Pumpen bevolkerten Zu-
stand durch das Licht des Farbstoff-Lasers gezéhlt. Der zugehorige Wirkungs-
querschnitt hat im Gegensatz zu Messungen unterhalb des Stark-Sattels fiir
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alle Farbstoff-Laser-Frequenzen merkliche Werte (,, Anregung ins Kontinuum®).
Vor Beginn der Aufzeichnung des Photoabsorptionsspektrums ist der Farbstoff-
Laser auf die Anfangsfrequenz dieses Spektrums stabilisiert. Bei gleichzeitiger
Einstrahlung des Dioden-Lasers gibt es ein Anregungssignal, das von der auswer-
tenden Elektronik in Form einer Zahlrate angezeigt wird. Die Hohe der Zahlrate
héngt multiplikativ vom Wirkungsquerschnitt der Pumpstufe bei der einge-
strahlten Dioden-Laser-Frequenz ab. Durch Maximierung der Z#hlrate iiber die
Dioden-Laser-Frequenz kann daher die Effizienz der optischen Pumpstufe op-
timiert werden. Dies setzt voraus, dal Fluktuation des Wirkungsquerschnitts
fiir die Anregung mit dem Farbstoff-Laser klein sind auf der Skala der Lini-
enbreite des Pumpiibergangs. Aus den mit konstanter Dioden-Laser-Frequenz
aufgezeichneten Spektren geht hervor, dafl diese Forderung sehr gut erfiillt ist.

Technisch wird die Frequenzabstimmung bei geschlossenem Regelkreis durch
Einspeisung eines konstanten Offsets in Summationspunkt 3 erreicht. Dadurch
verschiebt sich der Gleichgewichtspunkt des Regelkreises auf die Dioden-Laser-
Frequenz, bei der das Fehlersignal der Demodulation gerade den Offset aus-
gleicht. Auf der Transmissionskurve verschiebt sich so der Stabilisierungspunkt
vom Maximum auf die Flanke. Die Frequenzinderungen diirfen den Stabili-
sierungspunkt aus regelungstechnischen Griinden nicht zu weit auf die Flanke
treiben. An dieser Stelle ist es hilfreich, dal die Finesse des FPI im Infraro-
ten nicht allzu hoch ist. Auf diese Weise sind Frequenzverschiebungen um mehr
als 10 MHz moglich, ohne die Eigenschaften des Regelkreises nennenswert zu
beeintrichtigen. Im Experiment erweist sich dies als vollkommen ausreichend.
Umgekehrt konnen auf diese Weise unvermeidliche Offsets des Fehlersignals auf
Null abgeglichen werden. Dies erweist sich bei der Stabilisierung der Dioden-
Laser-Frequenz iiber das Séttigungssignal als hilfreich.

Die verwandten Lock-In-Verstiirker® verfiigen iiber die Moglichkeit, den Off-
set digital iiber eine RS232-Schnittstelle zu steuern. Dafiir wurde ein PC bereit-
gestellt und ein auf die Bediirfnisse des Experimentes abgestimmten Programm
zur Ansteuerung der Lock-In-Verstirken geschrieben. Die digitale Kommunika-
tion gewéhrleistet dariiber hinaus die notwendige Rauscharmut bei der Einspei-
sung des Offsets.

6.2 Farbstoff-Laser

Als Photonenquelle fiir die Messung der Photoabsorptionsspektren von den op-
tisch gepumpten Atomen dient ein stetig arbeitender (,continous wave®, cw)
FEinzel-Moden-Farbstoff- Ring-Laser, der mit dem Farbstoff Coumarin 102 betrie-
ben und von einem Krypton-Ionen-Laser mit violettem Licht gepumpt wird. Die
Frequenz des Farbstoff-Lasers wird mit Hilfe eines Fabry-Perot-Interferometers
(FPI) stabilisiert. Durch Anderung der optischen Weglinge des FPI kann sie
bei geschlossenem Regelkreis durchgestimmt werden.

8Model SR510 und Model SR530 Lock-In Amplifier des Herstellers Stanford Research Sy-
stems, Inc.
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6.2.1 Grundlagen

Farbstoff-Laser, FPI und zugehotrige Elektronik bilden eine Einheit, die von
dem Hersteller Spectra-Physics stammt.? Der Farbstoff Coumarin 102 (ande-
re handelsiibliche Namen: Coumarin 480, L.D480) wird in Ethylenglykol gelost
(Mischungsverhéltnis: 2 ¢ Coumarin 102 auf 1,41 Ethylenglykol) und von einer
Pumpe durch eine schlitzformige Diise geprefit. Die Eigenschaften der so erzeug-
ten Farbstoff-Lamelle (gleichformige Dicke, mechanische Stabilitit) sind von
entscheidender Bedeutung fiir die Stabilitat der Laser-Frequenz. Daher diirfen
in der Pumpe erzeugte Schwingungen und Gasblédschen nicht zur Diise gelan-
gen. Deswegen durchlduft der Farbstoff auf dem Weg zur Diise erst einen Fil-
ter und dann einen Glaszylinder mit einigen Zentimetern Durchmesser, in dem
der unter Druck stehende Farbstoff eine vorher eingefiillte Gasmenge zusam-
menprefit (, Akkumulator®). Zu- und Ableitung befinden sich an entgegenge-
setzten Stellen der Mantelfliiche nahe dem Fufl des Zylinders. Als Diise dient
ein Schlitz in einem Saphirkristall. Solche Diisen zeichnen sich durch eine be-
sondere Ebenheit der Fldchen aus, die mit der Fliissigkeit in Beriihrung ste-
hen. Sie erzeugen Farbstoff-Lamellen, deren Dicke auf interferometrischer Skala
gleichférmig ist, sind selbstreinigend und dariiber hinaus sehr widerstandsfahig
gegen Beschidigungen durch Kavitétseffekte.

Um ein Verstiarkungsmedium fiir das Farbstoff-Laser-Licht zu erzeugen, wird
der Farbstoff mit einem weiteren Laser optisch gepumpt (Pump-Laser). Dazu
wird ein Krypton-Ionen-Laser verwandt'?, der Licht mit Wellenlingen zwischen
406,7 und 415,4nm erzeugt. Der Pump-Laser-Strahl wird in die Farbstoff-
Lamelle fokussiert und erzeugt dort das Verstirkungsmedium. Aufgrund der
energetischen Struktur der Farbstoff-Molekiile wird Licht in einem breiten Wel-
lenldngenbereich verstarkt. Das Verstdrkungsmedium befindet sich in einem
der Fokusse des Astigmatismus-kompensierten Farbstoff-Laser-Ringresonators,
in dem das Farbstoff-Laser Licht erzeugt wird. Um den Einzelmodenbetrieb
zu gewéhrleisten dienen abstimmbare Frequenz-Bandpésse im Resonator (Drei-
Platten-Lyot-Filter, lingenabstimmbares FPI) und ein Faraday-Rotator. Zur
Feinabstimmung der Frequenz dient ein Paar galvanometrisch drehbarer Glasp-
latten und ein piezoelektrischer Kristall, auf den einer der Resonatorspiegel auf-
geklebt ist. Die zuletzt genannten Resonatorelemente werden auch zur Stabilisie-
rung der Frequenz benutzt. Wie dies geschieht, wurde bereits in 2.5 angedeutet.
Der Farbstoff-Laser liefert frequenzstabilisiertes Einzelmoden-Laser-Licht in ei-
nem Wellenléngenbereich von etwa 467 ...515 nm. Technische Einzelheiten des
Farbstoff-Laser-Systems finden sich in [JY79).

6.2.2 Anderungen

Der Farbstoff-Laser wurde vorher mit einem Argon-Ionen-Laser mit langwel-
ligem ultravioletten Licht gepumpt. Die Umstellung auf einen Krypton-Ionen-
Pump-Laser erwies sich als sehr vorteilhaft. Mit geringerer Pump-Laser-Strahl-
leistung (Pumpleistung) kann deutlich mehr Farbstoff-Laser-Strahlleistung er-
zeugt werden. Nach Austausch schadhafter Bestandteile von Laser-Resonator
und -Elektronik liefert der Farbstoff-Laser nun bei einer Pumpleistung von
1,44 W etwa 100 mW stabilisiertes Einzel-Moden-Farbstoff-Laser-Licht mit den

9Model 380D Frequency Stabilized Ring Dye Laser
10BeamLok Model 2080 des Herstellers Spectra-Physics
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im Experiment benétigten Frequenzen. Dazu ist einer sorgfiltige Justierung
notwendig. Im Gegensatz zum Betrieb mit dem Argon-lonen-Laser werden die
Leistungsreserven jetzt bei weitem nicht ausgeschopft (der Krypton-Ionen-Laser
kann bis zu 7,5 W Pumpleistung liefern und der Farbstoff-Druck um bis zu 70%
erhoht werden).

Der Farbstoff-Laser-Strahlengang wurde neu aufgebaut. Durch Wahl geeig-
neter Strahlteiler und Teleskope konnte die fiir Stabilisierung und Frequenzmes-
sung abgezweigte Leistung stark vermindert werden. Ferner wird der Farbstoft-
Laser-Strahl mit einer Linse in den Atomstrahl fokussiert, die in eine Vorrich-
tung zur Faser-Einkoppelung eingebaut ist. Dadurch kann der Fokus genau
in den Atomstrahl bewegt werden. Ein Ausgangswert fiir die Farbstoff-Laser-
Strahlleistung von 100 mW ist dann fiir das Experiment vollkommen ausrei-
chend. Dariiber hinaus verldngert eine niedrige Pumpleistung die Lebensdauer
des Farbstoffes und ein niedriger Farbstoff-Druck verbessert die Stabilitdt des
Farbstoff-Laser-Betriebs.

Vor der Fokussierung des Laser-Strahls in den Atomstrahl wird seine Polari-
sation mit einem Polarisationsstrahlteiler gereinigt und dann mit einem elektro-
optischen Modulator so abgeglichen (gekreuzte Polarisatoren), dafi der Kreuz-
term (vgl. 3.4.3) bestméglich unterdriickt wird. Vor der Linse befindet sich dann
noch ein Neutraldichtefilter, mit dem die Zéhlrate im Experiment angepaflt wer-
den kann.

6.2.3 Relative Frequenzmessung

Zur relativen Messung von Farbstoff-Laser-Frequenzen wird ein Teil des Strahls
mit einem Strahlteiler ausgekoppelt und durch das ldngenstabilisierte FPI ju-
stiert. Dabei wird der Farbstoff-Laser-Strahl ausgehend von guter Modenan-
passung leicht verkippt. Auf diese Weise tritt maximale Transmission schon
alle 150 MHz auf (vgl. die Ausfithrungen zur Modenstruktur des FPI in 6.1.2).
Ein Photodetektor wandelt die transmittierte Strahlleistung in eine Spannung
(Transmissionssignal) um. Bei jedem Schritt der Aufzeichnung des Spektrums
wird neben der Zahl der detektierten Anregungsvorginge auch das Transmis-
sionssignal aufgezeichnet (vgl. 2.5). Bei der Auswertung wird dann ausgehend
vom absolut gemessenen Frequenzwert am Anfang des Spektrums durch linea-
re Interpolation zwischen den Schwerpunkten der Transmissionsspitzen jedem
Schritt eine Frequenz zugeordnet.

6.3 Absolute Frequenzmessung

Zur absoluten Frequenzmessung dient ein Michelson-Interferometer. Es gestattet
die Bestimmung des Verhdltnisses der Wellenlingen zweier Laser-Strahlen. Ist
eine dieser Wellenlingen bekannt (,Referenz-Laser®), kann aus diesem Verhilt-
nis die andere Wellenldnge absolut bestimmt werden.

Das vorhandene Michelson-Interferometer wurde vollstindig iiberarbeitet.
Das Ergebnis ist

1. starke Verminderung statistischer Fehler durch Verbesserungen an Elek-
tronik und optischem Aufbau
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2. starke Verminderung systematischer Fehler fiir Messungen von Dioden-
Laser-Frequenzen durch Einsatz eines neuen Eichverfahrens

3. Berechnung der Genauigkeit jeder Messung mit einem neuen Auswertungs-
verfahren

Damit kann die Ubergangsfrequenz der optischen Pumpstufe mit einer Genau-
igkeit im Bereich von +5 MHz (20-Konfidenzintervall) bestimmt werden. Dies
bildet die Grundlage fiir die Bestimmung der Stérke der magnetischen Indukti-
on.

Zunichst werden Aufbau und Arbeitsweise des Michelson-Interferometers
erkliart. Auf dieser Grundlage werden die Fehlerquellen angegeben, die bei der
Fehlerabschétzung fiir die MeBwerte wichtig sind. Anschlieend werden die vor-
genommenen Anderungen ausfiihrlich erliutert und die erreichte Genauigkeit
untersucht.

X

Teleskop
_—InterferenZzfilter
Faraday-Isolator

Abbildung 6.7: Aufbau des Michelson-Interferometers

6.3.1 Grundlagen

Das Michelson-Interferometer ist in Abbildung 6.7 dargestellt. Als Referenz-
Laser wird wieder der Helium-Neon-Laser benutzt. Der optische Aufbau ist
nicht evakuiert und besteht im wesentlichen aus einem Strahlteiler und zwei
metallischen Spiegeln, die so angeordnet sind, daf} sie ein etwa gleichschenkliges
Dreieck bilden. Der Strahlteiler steht an der Spitze. Der transmittierte Teil des
Referenz-Laser-Strahls (a;) fillt auf einen Spiegel, der reflektierte (a,) auf den
anderen. Zwischen den beiden Spiegeln entlang der Basis des Dreiecks befindet
sich ein Wagen mit zwei Retroreflektoren, die zu den beiden Spiegeln weisen.
Der Wagen hat einen V-formigen Ausschnitt, der genau zum Profil einer
Schiene pafit. Im Wagen befinden sich Kanéle, durch die von oben zugefiihrte
Druckluft zu mehreren Diisen in beiden Schenkeln des V-férmigen Ausschnitts
geleitet wird. Die ausstromende Druckluft bildet ein Luftkissen, auf dem der
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Wagen schwingungsarm schwebt. An jedem der Enden der Schiene befindet sich
eine Vorrichtung, die den Wagen abbremst und in die entgegengesetzte Rich-
tung beschleunigt. Im wesentlichen handelt es sich dabei um eine Lichtschranke,
bei deren Uberschreiten eine Elektronik einen mit einem Elektromagneten be-
triebenen Abstofler auslost. Auf diese Weise pendelt der Wagen ohne weiteren
duBeren Antrieb zwischen den Schienenenden hin und her.

Die von den Retroreflektoren mit einem Strahlversatz zuriickgeworfenen
Strahlen (aj, a..) sollen durch den Strahlteiler unabhéngig vom Ort des Wagens
x moglichst gut zur Interferenz gebracht werden (a}, + al., bzw. a}, + a’..). Bei
perfekter Retroreflektion sind die zuriicklaufenden Strahlen (aj/al) parallel zu
den einlaufenden Strahlen (at/a,). Durch sorgfiiltige Justierung der Anordnung
muf} dann noch sichergestellt werden, daf sich die zuriicklaufenden Strahlen un-
abhéngig von der Stellung des Wagens in demselben Punkt auf dem Strahlteiler
treffen.

Bei Bewegung des Wagens wird ein Arm des Interferometers in dem Ma-
Be verkiirzt, in dem der andere verlingert wird. Da linear polarisiertes Licht
verwandt wird, gilt am Ort der Detektion (Photodetektor) mit einem Polarisa-
tionseinheitsvektor &, geeigneten Amplituden fh, As und Phasen Dtrs Ort

E; (t) = Ajécos (wt + 2kpetr — 1) (6.33)
E.(t) = Asé cos (wt — 2kpetT — @2) (6.34)

Dabei ist kper = 27/ Arer = 27nr/c der Betrag des Wellenvektors im Medium
(hier Luft). Es gibt eine Phase ¢, so daf§ die Uberlagerung der beiden Wellen
am Ort der Detektion durch

1
2

A Ay 4 4 p1+ P2
1+ 2————"—cos (4kvetT + @2 — 1) | /A2 + A3 cos (wt— +
A? 4+ A3 2
(6.35)
gegeben ist. Fiir die Beleuchtungsstirke 7 gilt dann
AL A
Tx1+ 2ﬁ cos (4kref + 02 — 1) (6.36)
1 2

Bei einer Bewegung des Wagens iiber eine Strecke Az durchlduft die Beleuch-
tungsstiarke 4Ax/ )\ref Perioden und der Kontrast des Interferenzsignals wird
maximal fiir A; = A,. Daher sollten Transmissions- und Reflektionskoeffizient
der Strahlteilers gleich sein.

Fiir einen Laser-Strahl (,,Signal Laser®), der so in das Interferometer einge-
koppelt wird, daf3 er entlang von a}, +al.., aber in die entgegengesetzte Richtung
liuft, konnen die gleichen Uberlegungen durchgefithrt werden. Eine der zwei zu-
gehérigen Uberlagerungswellen verlifit das Interferometer bei perfekter Einkop-
pelung parallel zu aber versetzt gegen a},.+al.,. Die Beleuchtungsstérke wird mit
einem weiteren Photodetektor gemessen. Ist Ay die entsprechende Wellenlénge,
so durchlduft die Beleuchtungsstérke 4Ax/\sig Perioden. Wéhrend sich der Wa-
gen auf die Schiene bewegt, wird eine bestimmten Zeit lang die Anzahl der Pe-
rioden von Referenz- und Signal-Laser getrennt bestimmt. Das Verhéltnis der
Perioden ¢ ist die eigentliche Mefigrole und gleich dem inversen Verhéltnis der
Wellenlédngen:

. 4Ax/)\sig . )\ref
AAZ [ Aot Asig

(6.37)
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Die gesuchte Wellenlédnge ist also:

A1rcf
q

Asig = (6.38)

Damit ist die grundsétzliche Arbeitsweise des Michelson-Interferometers erklért.
Dioden-Laser und Farbstoff-Laser sind als Signalquellen in das Interferometer
eingekoppelt. Bei der Messung einer Quelle muf} natiirlich stets die andere ab-
gedeckt werden.

6.3.2 Fehlerquellen

Bevor die technische Umsetzung beschrieben wird, wird erklért, wie sich Un-
vollkommenheiten im optischen Aufbau auf das Ergebnis auswirken. Folgende
Fehlerquellen sind zu beriicksichtigen:

1. Kollinearitétsfehler zwischen Wagenbewegung und Wellenvektoren
2. Nicht perfekte Retroreflektion

3. Abweichungen zwischen den Strahlengéingen der beiden Laser

4. Beugungseffekte

Die Punkte (1) und (2) lassen sich einheitlich behandeln. Fiir Referenzwelle
(k = kvet) oder Signalwelle (k = kgig) fithren sie dazu, daf die vom Wagenort
x abhéngige Phase in (6.33) und (6.34) nicht mehr durch £2kx gegeben ist.
Sie mufl durch allgemeinere Ausdriicke ¢ () bzw. ¢pr(x) ersetzt werden. Da-
zu werden die Winkel zwischen der Bewegungsrichtung des Wagens und den
Wellenvektoren fiir at, a}, ar, al. eingefiihrt und mit a4, o, ., ol bezeichnet.
Damit ergibt sich

o (r) = +k(cosay + cosal) x (6.39)
ore () = —k(cosa, +cosal)x (6.40)

Fiir die Beleuchtungsstérke Z gilt dann

A1 A
ZTx1+ QM cos (i () — @rt () + @1 — @2) (6.41)
11t43
mit
i () — @rt (x) = k (cos ay + cosa + cos ay. + cosal) z (6.42)

Bei einer Bewegung des Wagens iiber eine Strecke Az durchlduft die Beleuch-
tungsstirke dann 4Az /)N Perioden, wobei A durch

- A (6.43)
cos o + €os o) + cos a. + cos o,

gegeben ist. Die Unvollkommenheiten (1) und (2) lassen sich also durch Ein-
fiihrung einer effektiven Wellenlénge beriicksichtigen, die um einen geometri-
schen Korrekturfaktor von der tatsichlichen Wellenldnge abweicht. Mit dem

Verhéltnis N
ref

qQ=—= (6.44)
Aéig
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ergibt sich als Meflwert S\Sig fiir die Signalwellenlénge

5\ o )\rcf Y )‘;ig
sig — q = ref'/\/

ref

(6.45)

Solange Signal- und Referenzwelle antiparallele Ausbreitungsrichtung haben,
kiirzen sich die Korrekturfaktoren aus (6.45) heraus, und der MeBwert stimmt
mit der tatsédchlichen Signalwellenldnge iiberein.

Anders liegen die Verhiltnisse bei Punkt (3). Hier ist der Mefiwert S\Sig feh-
lerhaft. Die Groflenordnung der auftretenden Fehler 1483t sich leicht abschétzen.
Treten bei der Referenz-Welle keine Fehler auf, so fithrt ein Winkel § zwischen
den Wellenvektoren von Referenz- und Signalwelle zu einem Meffehler

~ 1 52

Asig = Asig = Mg — Asig = (C085 - 1) Asig = [7 +0 (54)} Asig - (6.46)
Weisen z. B. Dioden-Laser-Strahl (Signal) und Helium-Neon-Laser-Strahl (Re-
ferenz) eine Winkelabweichung auf, die dazu fithrt, dal die Strahlen auf einer
Strecke von 10 m um 1 mm auseinanderlaufen, so ist die gemessene Frequenz
um etwa 1,9 MHz zu niedrig. Daher muf3 bei der Justierung sehr sorgfiltig ge-
arbeitet werden.

Die bisherigen Uberlegungen beruhen auf der Beschreibung der Laser-Strah-
len durch ebene Wellen. Ein genaueres Bild ergibt sich bei der Verwendung von
GauB-Strahlen. Der einzige Unterschied besteht dann darin, dafy die Berechnung
von Z am Detektorort durch die (i. allg. unterschiedliche) Kriimmung der Wel-
lenfronten der interferierenden Gauf-Strahlen erschwert wird. Handelt es sich
um einen fundamentalen Gauf3-Strahl, der so schwach fokussiert, dafl die ent-
lang des Strahls gemessene Entfernung vom Detektorort zum Fokus fiir jeden
der interferierenden Wege klein gegen die Rayleigh-Lénge ist, so ergibt sich bei
Abwesenheit von Unvollkommenheiten der Art (1) bis (3) in guter Ndherung
eine effektive Wellenliéinge A von

)\2
N=[14+-—=]X 6.47
( + 47r2w8) (6.47)
Die Ableitung sowie weitere Ergebnisse zu astigmatischen Strahlen und héheren
Moden finden sich in [MKT"81]. Bei hinreichend aufgeweiteten Strahlen ist
die Korrektur (6.47) recht klein. Fiir den Referenz-Laser-Strahl fiihrt sie bei
einem Strahltaillenradius wy von 2 mm zu einer relativen Wellenléngenkorrektur
(N = A)/A von etwa 2,5-1077.
Insgesamt kann die effektive Wellenlénge wie folgt geschrieben werden:

N = By (6.48)

Dabei ist v der durch die Fehler (1) und (2) verursachte geometrische Korrek-
turfaktor (6.43) und ( ist die Beugungskorrektur (6.47). Schlieflich kann die
Wellenlénge in Luft A unter Verwendung der Edlen-Formel (siehe A.1) durch
die Frequenz ausgedriickt werden:

VN o=pE 4
U (6.49)
mit
07y

R T) (6.50)

’[’]:
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Damit ist das Ergebnis der Messung (6.44) auch von den Umgebungsbedingun-
gen abhingig.

6.3.3 Verbesserung der Elektronik

Um Perioden von Referenz- bzw. Signal-Laser zu z#hlen, wird das Beleuch-
tungsstirkensignal in eine digitale Pulsfolge umgesetzt. Dazu wird es zuerst
mit einem analogen Photoverstarker detektiert und anschliefend hochpafigefil-
tert. Das so erzeugte Signal wird dann von einem nulldurchgangsgetriggerten
Komparator digitalisiert. Die positiven Flanken des digitalisierten Signals wer-
den schlieflich in kurze Pulse umgesetzt (,,positive Nulldurchgangspulse®). Auf
diese Weise entsteht ein Pulszug, mit dem sich die Anzahl der positiven Null-
durchgénge zdhlen 148t.

Bei der alten Schaltung fithrten Rauschen und durch digitale Bausteine ver-
ursachte Spannungsspitzen zu unerwiinschten Komparatorsignalspriingen in der
Nihe der Nulldurchgénge. Dies verhinderte den bestimmungsgeméflen Einsatz.
In der iiberarbeiteten Elektronik wurden die Spannungsversorgung sorgfiltig ge-
siebt und eine Komparatorstufe mit einstellbarer Hysterese verwandt [Mog00].
Zusammen mit einigen weiteren Anderungen erlaubt dies einen zuverlissigen
Betrieb. Um eine schnelle und nicht durch Verzerrungen (Kabel) beeintréchtigte
Signalverarbeitung zu gewéhrleisten, befindet sich die gesamte bisher beschrie-
bene Schaltung in demselben Schaltkéstchen wie die zur Detektion verwand-
te Photodiode. Die digitalen Bestandteile wurden als Emitter-Coupled Logic
(ECL) aufgebaut. Fiir Referenz- und Signal-Laser gibt es je ein Schaltkéstchen,
das die entsprechenden Pulse liefert (Referenz- bzw. Signalkanal, siehe Abbil-
dung 6.7).

Die Pulse konnen nun gezihlt werden. Es muf} allerdings sichergestellt wer-
den, dafl das Verhiltnis der gezihlten Pulse ng/n, (digitale Signale) gleich dem
Verhiéltnis der wiahrend der Zéhldauer durchlaufenen Perioden der analogen Si-
gnale ist (,phasensensitive Auslesung®). Dazu werden beide Kaniile in eine digi-
tale Elektronik eingespeist, die die Weiterleitung der Pulse an die Z&hleinheit in
Abhéngigkeit von einem externen Steuersignal auf die Erfiillung dieser Bedin-
gung abstimmt. Es handelt sich um eine ,, Torelektronik“, die in Abhingigkeit
von dem Steuersignal und den Signalen in den beiden Meflkanilen getffnet und
geschlossen wird. Das Steuersignal (,,6ffnen* oder ,schlieBen®) bestimmt den
Vorgang, und dieser wird erst dann ausgefiihrt, wenn in beiden Kanilen gleich-
zeitig ein Puls anliegt (,, Gleichzeitigkeitsbedingung“). Bei Steuersignal ,,6ffnen*
bleibt die Pulsweiterleitung also solange unterbunden bis die Gleichzeitigkeitsbe-
dingung erfiillt ist. Danach werden die Pulse weitergeleitet und gezdhlt. Springt
das Steuersignal auf ,schlieflen®, wird noch solange weitergezihlt, bis die Gleich-
zeitigkeitsbedingung wieder erfiillt ist. Danach erreichen keine Pulse mehr die
Zahleinheit. Die schlieBenden Pulse werden im Gegensatz zu den 6ffnenden mit-
gezéhlt. Damit ist ¢ = ng/n,. Streng gilt dies nur fiir unendlich scharfe Pulse.
Daher wurde der Aufbau abgedndert. Die Eingénge der Torelektronik fiir die
Meflkanile sind nun mit zusétzlichen flankengetriggerten Pulsgeneratoren ver-
sehen, die deutlich schmalere Pulse fiir die weitere Bearbeitung bereitstellen.
Die Breite dieser Pulse betragt nun etwa 9 ns.

Ein PC fiihrt den eigentlichen Z#hlvorgang und die Auswertung durch. Auf
diese Weise ergibt sich etwa alle 2 Sekunden ein Mefwert. Es stehen zwei Be-
triebsarten zur Verfiigung:
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1. Finzelmessungen mit stéindiger Ausgabe des neuesten Meflwertes

2. Mehrfachmessungen mit statistischer Auswertung. Dabei werden 100 Mes-
sungen in Folge ausgefiithrt, Mefiwerte ausgesondert, die durch die Ab-
stofungsvorgéinge an den Schienenenden verfilscht wurden, und von den
restlichen Mewerten Mittelwert und Varianz bestimmt. Dieses Verfah-
ren dauert etwa 5 min und wird zur genauen Messungen frequenzstabiler
Signalquellen verwandt.

6.3.4 Verbesserung des optischen Aufbaus

Der auf hohe passive Stabilitit ausgerichtete Aufbau der Optik im Experi-
ment kommt besonders den interferometrischen Bestandteilen zugute. Um ein
moglichst sanftes Gleiten des Wagens zu erméglichen, wurde die Schiene po-
liert. Da das Interferometer nicht evakuiert ist, kénnen Luftstromungen iiber
Brechungsindexfluktuationen die Strahlrichtungen beeinflussen. Daher wurden
die Strahlen stellenweise (z. B. in der Néhe der beheizten Helium-Neon-Laser-
Rohre) in Strahlrohren gefiihrt [Urb04].

Zur Verminderung von Beugungseffekten (siche Punkt 4 der Fehlerquellen)
werden Teleskope benutzt, die die Strahlen so aufweiten, dafl sie im Interfero-
meter keine merkliche Divergenz mehr aufweisen. Den unterschiedlichen Strahl-
parametern von Dioden-Laser und Farbstoff-Laser wird mit unterschiedlichen
Teleskopen Rechnung getragen. Fiir den Dioden-Laser-Strahl wird ein Teleskop
aus zwei sphérischen und einer zylindrischen Linse verwandt, mit dem der Astig-
matismus gut ausgeglichen werden kann.

6.3.5 Statistische Mef3fehler

Dank der beschriebenen Verbesserungen konnte der statistische Meffehler stark
vermindert werden. Die Messung des Verhéltnisses

/

Geal = Xref (6.51)

cal

zwischen der effektiven Referenz-Wellenlénge A, ; des Helium-Neon-Lasers und

der (effektiven) Wellenldnge X, des iiber das Sittigungssignal stabilisierten
Dioden-Lasers wird an jedem Mefltag vor und nach den Messungen am Atom-
strahl durchgefiihrt (,, Vor- und Nach-Eichung® des Michelson-Interferometers).
Die Abbildung 6.8 zeigt die durch statistische Auswertung von Mehrfachmes-
sungen bestimmten 95, 4%-igen Konfidenzintervalle fiir ¢ (zweiseitiger Student-
T-Test).

Aus den Messungen ergeben sich Schlufifolgerungen iiber das kurz- und lang-
fristige Driftverhalten sowie die Reproduzierbarkeit der Justierung;:

1. Kurzfristiges Driftverhalten (Zeitskala 5 min): Eine Messung dauert un-
gefihr 5 min. Messungen derselben Mefreihe wurden unmittelbar hinter-
einander aufgenommen. Sie weisen keine signifikanten Abweichungen auf.
Sie konnen daher zur Verbesserung der Statistik vereinigt werden.

2. Langfristiges Driftverhalten (Zeitskala 6 h): Bei den Mefireihen am selben
Tag hat die spitere Nach-Eichung (IT) eine hoheres Ergebnis als die Vor-
Eichung (I). Dies ist vermutlich auf die steigende Temperatur (Abwérme
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elektronischer Geriite) zuriickzufithren. Trotzdem ist die Drift nur von der
Groflenordnung der statistischen Fehler der Einzelmessungen.

3. Reproduzierbarkeit der Justierung: Das Michelson-Interferometer wird i.
allg. an jedem Meftag neu justiert. Die Empfindlichkeit des Ergebnisses
bei Justierungséinderungen wurde bereits angegeben (vgl. 6.3.2). Daher
ist es nicht verwunderlich, dafl die Mefiwerte an unterschiedlichen Tagen
deutlich voneinander abweichen kénnen.
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Abbildung 6.8: Eichmessungen mit dem Michelson-Interferometer: Gemessen
wird das Verhiltnisses ¢ca zwischen der (effektiven) Referenz-Wellenlinge
Mo des Helium-Neon-Lasers und der (effektiven) Wellenldnge ., des iiber
das Sattigungssignal stabilisierten Dioden-Lasers. Jeder Punkt ist der Mittel-
wert einer Mehrfachmessung (aus etwa 85 Einzelmessungen), der Fehlerbalken
gibt das zugehorige 95,4%-ige Konfidenzintervall (,,20“-Student-T-Konfidenz-
intervall) an. Die halbe Linge der Fehlerbalken ist im Mittel 3,7-107°. Die
groflen romischen Buchstaben (I) und (II) kennzeichnen MeBreihen, die vor (I)
bzw. nach (II) Messungen am Atomstrahl durchgefiihrt werden (Vor- und Nach-
eichung). Zwischen den Mefreihen (I) und (II) liegen einige Stunden. In dieser
Zeit werden keine Anderungen an der Justierung vorgenommen. Die Umge-
bungsparameter (Druck, Temperatur) kénnen sich allerdings éndern. Da das
Michelson-Interferometer i. allg. an jedem Meftag neu justiert wird, lassen sich
Riickschliisse auf die Reproduzierbarkeit der Justierung ziehen.

6.3.6 Auflésung der Frequenzmessung

Die Bestimmung der absoluten Frequenz von Dioden- oder Farbstoff-Laser er-
folgt in vier Schritten:
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1. Zeitpunkt tg: Vor-Eichung: Messung des Verhéltnisses ¢c,1 zwischen der
effektiven Referenz-Wellenldnge A, ¢ des Helium-Neon-Lasers und der (ef-
fektiven) Wellenléinge X, des iiber das S#ttigungssignal stabilisierten Di-
oden-Lasers:

Ale
Gcal,0 = V Lo (652)
cal,0

2. Zeitpunkt t: Messung des Verhiiltnisses g zwischen der (effektiven) Refe-
renz-Wellenlénge . ; und der effektiven Signalwellenlinge \':

)\/
q= Afff (6.53)
3. Zeitpunkt t1: Nach-FEichung:
Atef,1
Geal,1 = (6.54)
)\::al,l

4. Auswertung

Es wird nun die Auswertung erklért. Nach (6.49) und (6.50) gilt

f,j Vcal,j .
Qeal,j = Dretj Veal (5 €{0,1}) (6.55)
Tlcal,j Vref,j

v
g = Tt 2 (6.56)

T Vref

Also
Gcal,1 _ Tlref,1 n Vref Vcal,1l (6 57)
q Tlref Tcal,1 Vref,1 V .

Dabei sind die gleichen Gréfen fiir unterschiedlichen Index i. allg. nicht gleich,
da sie zu Messungen gehoren, die zu unterschiedlichen Zeiten durchgefiithrt wer-
den. Driften fithren dann zu geringfiigigen Abweichungen. Diese Abweichungen
konnen aus Agcal = Geal,1 — eal,0 abgeschétzt werden: (6.57) laft sich folgender-

maflen schreiben:
Gcal,1 _ Geal,1 . Geal (658)

q (cal q
Dabei enthélt der erste Faktor

Gcal,1 _ Thref,1 Tlcal Vref Vcal,l (659)
Gcal Theef Tcal,1 Vref,1 Vcal

den Mefiwerte der Nacheichung und mit gc,; den Erwartungswert einer (nicht
durchgefiihrten) Eichmessung zum Zeitpunkt ¢. Beim zweiten Faktor vereinfacht
sich (6.57), da sich die Werte in Z#hler und Nenner auf den selben Zeitpunkt
beziehen. Es ergibt sich:

Gcal,1 _ Gcal,1 . 67 . n (Vcaﬁp)T) . Vcal
q Gcal 608.1’70:11 n (V; 2 T) v
M~ N~ —,/ —
Drift Aufbau Umgebung

(6.60)
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Wenn alle Korrekturfaktoren Eins sind, muf} lediglich fiir v, der Wert 1y aus
(6.7) eingesetzt werden, und die absolute Frequenz des Signal-Lasers ist be-
stimmt. Allgemein definiert die Gleichung (6.60) in der Form

(cal,1 ﬁ'y
n(v;p,T)v = ’ n (Veal; P, 1) Veal - 6.61
( ) Gcal ﬂcallycal ( @ ) @ Gcal,1 ( )
die Frequenz des Signal-Lasers implizit:
o (qcal,l ’ ﬁ’y  Veal} D ]17 L) (662)
Gcal ﬁcal%:al Gcal,1

Die Abschétzung der Abweichungen der Argumente von (1,1, v0;p,T;q/qcal1)
liefert die Grundlage fiir die Fehlerabschitzung.

1. Drift: Das Verhiltnis

feal 1 (6.63)
Gcal
kann unter Verwendung von Agcal = ¢cal,1 — Geal,0 abgeschétzt werden.
Da zwischen t und t; etwa 1h, zwischen ty und ¢ i. allg. 5h und mehr
vergehen, wird folgende konservative Fehleransetzung vorgenommen:
Geal,1

Gcal,1 — {cal < l |AQCa1|

— 1|~ 6.64
Gcal ’ Gcal,1 -2 Gcal,1 ( )
2. Das Verhiltnis 5
gl
6.65
BcaI'Ycal ( )
enthilt die Korrekturen fiir die Signal- und Eichwellenldnge zum Zeitpunkt

t.

(a) Auswertung fiir den Dioden-Laser: Wird die Signalwellenléinge vom
Dioden-Laser geliefert, dann beziehen sich diese Grofien auf densel-
ben Strahlengang und es bleibt

Gy 1t A

2,2
Am2wg

= (6.66)
ﬁcal'Ycal 1 + 4;‘5:11)3
Differentielle Auswertung bei A = Acy liefert:
Agal d
7\'21.02
CARR - e ? (6.67)
ﬂcal’Ycal 1+ 4775211]% Veal

Bei den Messungen ist dv < 50 GHz. Damit ergibt sich fiir den Aus-
druck (6.67) ein Wert von weniger als 1070,

(b) Auswertung fiir den Farbstoff-Laser: Wird die Signalwellenlénge vom
Farbstoff-Laser geliefert, beziehen sich die Korrekturen auf unter-
schiedliche Strahlengéinge und Moden. Daher kann nicht wie fiir den
Dioden-Laser vorgegangen werden. Die Abweichung des Ausdrucks
(6.65) von Eins wird spéter grob abgeschiitzt.
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3. Abweichung der FEichwellenlinge vom Literaturwert: Die Frequenz v
wird vom Dioden-Laser geliefert, der mit Hilfe der Séttigungsspektroskopie
auf das ,Lamb-Loch* fiir den optischen Pumpiibergang stabilisiert ist.
Dabei konnen geringfiigige Abweichungen von dem Literaturwert (6.7)
auftreten (doppler-verbreiterter Untergrund des Sattigungssignals, Offsets
in der Regelung, Reststreufelder). Daher wird ein Fehler von der halben
natiirlichen Linienbreite dieses Ubergangs angesetzt. Also

|Veal — o] < 3 MHz (6.68)

Mit der Frequenz v, konnen die Atome im Atomstrahl bei Abwesen-
heit von &dufleren Feldern mit befriedigender Effizienz gepumpt werden.
Dies liefert einen unabhéngigen Anhaltspunkt dafiir, dafl v., nahe bei der
tatsichlichen feldfreien atomaren Ubergangsfrequenz liegt.

4. Umgebungsparameter: Die Abbildung

c

v—n(vpT)v= (6.69)

)\Luft
ist durch die Edlen-Formel (siehe A.1) gegeben. Bei festgelegten Umge-
bungsparametern p und Temperatur T kann fiir vorgegebenes ¢/Ap s die
implizit gegebene Frequenz v aus (6.61) mit dem Newton-Verfahren be-
stimmt werden. Es werden fiir die Umgebungsparameter konstante Wer-
te angesetzt, die den Verhéltnissen im Labor im Mittel nahe kommen,
nédmlich p = 1013,25hPa und T = 25 °C.

Auswertung von (6.62) an der Stelle (1,1, v9; 0, T q/qcal1) liefert:

v n (vo;p,T) q
o(1=t)  nipT)+ 2D, gy (6.70)
( qcal ) P o s
9 ip, T
7;; = : nj(—‘VO pan(?/;p’T) . p ql 1 1) (671)
a(ﬁcawcal) n(y,p7 )+ g, VvV Heal
v n(wp 1)+ 2Dy, (6.72)
Ovean n (V; p, T) + WV Gcal,1 ’
o n(voip,T) Op n(vip,T)  Op
' e (6.73)
n(v;p,T) + 222Dy,
@ _ 1 on (Vo;va) B 1 on (V,p,T)
or n(wip,T)  OT n(vip,T) 0T
, n(v;p,T)v (6.74)
n(v;p, T) + WV
ov _ n (vo;p,T) 675)

R ‘o
n (vip,T) + 2G0Ty

0 (74)

Die eckigen Klammern werden zur Abkiirzung mit [...J, bzw. [...]r bezeichnet.
Im Experiment ist fiir alle Laser-Frequenzen n — 1 ~ 3-10~% und (9n/0v') <
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1-1075. Daher werden Verhiltnisse von Ausdriicke der Form n, n + (dn/ov')v/
gegen Fins vernachléssigt. In dieser Naherung gilt:

oo

ov
Py (g@) - qjl’lyo (6.77)
3?/;1 - chl,l (678)
g—; = [.]v (6.79)
g—; = [.lpv (6.80)
v Vo (6.81)

0(7%)

Fiir die eckigen Klammern ergeben sich bei Farbstoff-Laser-Frequenzen Werte
von —4,2-107% /hPa bzw. 1,4-107% /°C. Fiir Dioden-Laser-Frequenzen sind
die Klammern wegen v =~ v vernachléssigbar. Die ersten fiinf Zeilen werden zum
systematischen Fehler zusammengefaft, die letzte Zeile liefert den statistischen
Fehler. Ist v* die mit dem Newton-Verfahren bestimmte Lésung von (6.61) mit
den Parametern (1,1, v9;p,T), also

v =v(1,1,v0;p,T;q/qcal1) (6.82)
dann ergibt sich schliellich
[v* —v| < Av + dv (6.83)
mit dem systematischen Fehler (es wird (q/qcal,1)vo = v* verwandt)

By
BcaI'Ycal

Gcal,1
Gcal

Au<u*{

—1‘+

- 1’ 4 e = vol L], Ap+ [ ]p AT

1)
(6.84)
und dem statistischen Fehler

v = 10 ( q ) (6.85)

Gcal,1

Wird die Konfidenz mit « € (0, 1) bezeichnet, so ergibt sich

0 /alea 0 /a
§ay=y*{ valdeall | fq} (6.86)
Gcal,1 q

Nun werden die Abschétzungen fiir die auftretenden systematischen Fehler ein-
gesetzt. Fr ergibt sich fiir Dioden-Laser-Frequenzen:

11 A
AI/Diode < 3 MHz + UDiode {5 q 1 + 10_10} (687)
cal,1
11 A
~ 3MHz + vpjoqes | —L (6.88)
2 Gcal,1
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Die Auflosung von Dioden-Laser-Frequenzen wird bei Beriicksichtigung aller
Fehlerquellen dann i. allg. unter 10 MHz liegen.

Bei Farbstoff-Laser-Frequenzen werden Druckabweichungen von weniger als
40 hPa und Temperaturabweichungen von weniger als 5 °C angenommen. Damit
wird der Betrag der Summe der eckigen Klammern nach oben gegen 2,3-10~7
abgeschétzt. Beugungskorrekturen kénnen dagegen vernachlissigt werden. Die
durch geometrische Korrekturen verursachten Fehler eingeschlossen, wird als
systematischer Fehler Avcige < 200 MHz angesetzt. Die statistischen Fehler
ergeben sich wie fiir Dioden-Laser-Frequenzen. Da Farbstoff-Laser-Frequenzen
stets aus weniger als zehn Einzelmessungen bestimmt werden, sind die allerdings
groBer als bei den Dioden-Laser-Frequenzen. Damit:

AVClog S 200 MHz (689)

Aus dem Vergleich der systematischen Fehler ist ersichtlich, wie viel durch das
besondere Mefiverfahren gewonnen wird.

6.3.7 Messung der Stirke der magnetischen Induktion

Die hohe Auflésung der absoluten Frequenzmessung fiir Dioden-Laser-Frequen-
zen bildet die Grundlage fiir die Messungen des tatsédchlichen Wertes der ma-
gnetischen Induktion: Die Frequenz der optischen Pumpstufe wird mit dem in
6.1.4 geschilderten Verfahren vor der Aufzeichnung eines Spektrums optimiert.
Wird der Einflul von magnetischer Induktion und elektrischem Feld auf den op-
tischen Pumpvorgang in erster Ordnung beriicksichtigt (Vernachldssigung des
diamagnetischen Zeeman-Effektes und des quadratischen Stark-Effektes), dann
ist die Frequenz mit maximalem Wirkungsquerschnitt fiir die Pumpstufe durch
Formel (6.6) gegebenen. Als systematischer Fehler bei der Einstellung dieser
Frequenz wird die halbe Linienbreite des feldfreien Ubergangs angesetzt, al-
so 3 MHz. Dariiber hinaus wurde folgende Beobachtung gemacht: Werden bei
geschlossenem supraleitenden Schalter mehrere Spektren aufgenommen, so ver-
schiebt sich diese Frequenz von Spektrum zu Spektrum geringfiigig nach oben.
Dies liegt wahrscheinlich daran, dafl die Verbindungen zwischen supraleitendem
Schalter und supraleitender Spule (Létstellen) nicht supraleitend sondern nur
sehr niederohmig sind. Dies fithrt zu einer langsamen exponentiellen Abnah-
me der Stromstérke in der aus Schalter und Magnet bestehenden Schleife und
damit der magnetischen Induktion. Die zugehorige Zerfallskonstante kann auf-
grund der Frequenzanpassungen grob abgeschitzt werden und hat einen Wert
von etwa 1,5 Monaten. Dem entspricht eine relative Anderung der magnetischen
Induktion wihrend eines Spektrums von etwa —1,2-10"%. Um dem Rechnung
zu tragen, wird ein zusétzlicher relativer Fehler der magnetischen Induktion von
2-10~% angesetzt. Damit kann der Fehler bei der Bestimmung der magnetischen
Induktion angegeben werden. Wird fiir die Frequenz mit maximalem Wirkungs-
querschnitt fiir die Pumpstufe der Wert vpioqe gemessen, so ergibt sich fiir die
Stérke der magnetischen Induktion

V0 — VDiode
UB

B= (6.90)
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mit dem systematischen Fehler

1
AB = — (3MHz + Avpioae) +2-107*B (6.91)
HUB
1 1| A
= — {3 MHz + VDiode 5 q } +2- 10_4B (692)
KB 2 Gcal,1
und dem statistischen Fehler
i 5 a'dcal 5 «
5o B = ZDiode { voleall | fq} (6.93)
UB QCal,l q

6.3.8 Energieskala fiir experimentelle Spektren

Die theoretische Beschreibung des Rubidiumatoms gem#fl Kapitel 3 liefert als
Nullpunkt der Energieskala die Ionisationsschwelle bei Abwesenheit sdmtlicher
duflerer Felder (,feldfreie Ionisationsschwelle”). Deswegen werden experimentel-
le Photoabsorptionsspektren von der Skala der Photonenenergie des Farbstoff-
Laser-Lichtes auf diese Skala umgerechnet. Dies geschieht aufgrund der Beschrei-
bung der optischen Pumpstufe in 6.1.1 und unter Verwendung der spektrosko-
pisch ermittelten Ionisationsschwelle fiir 8°Rb.

Die absolute Frequenz der optischen Pumpstufe vpjoqe wird gemessen und
bestimmt den Wert fiir die magnetische Induktion B. Sei £p die auf die feldfreie
Tonisationsschwelle bezogene Energie des Zustandes [°Rb; 55, s2smy = —3). Ei-
ner Farbstoff-Laser-Frequenz vc192 entspricht dann die auf die feldfreie Ionisa-
tionsschwelle bezogene Energie

& = Ep + h (Vpiode + Vc102) (6.94)

Die Energie Ep 148t sich nach (6.4) auf die feldfreie Energie zuriickfithren:

s 5) [
E=&-B [,uB (l + %) - MK%} + h (VDiode + VC102) (6.95)
Dabei ist & die Ionisationsenergie des Zustandes |85Rb;531/2;mf = —3) bei

Abwesenheit sdmtlicher &uflerer Felder. Diese kann aus spektroskopischen Daten
bestimmt werden([LN83] fiir die Feinstrukturionisationsenergie und [BGR91] fiir
die Hyperfeinstrukturaufspaltung). Es ergibt sich:

Eo = —33690, 75671(5) cm ™ (6.96)

Damit kann die Skala umgerechnet werden. Die Fehler der spektroskopischen
Daten koénnen gegen den systematischen Fehler bei der Messung der Farbstoff-
Laser-Frequenzen vernachldssigt werden. Dieser liefert auch den systematischen
Fehler fiir die Bestimmung des Energieskala. Spektren auf dieser Skala kénnen
also eine gleichférmige systematische Energieverschiebung von 200 MHz aufwei-
sen.

Systematische und statistische Fehler bei der absoluten Bestimmung des
Farbstoff-Laser-Frequenz zu Beginn des Spektrums haben einen unterschiedli-
chen Einflufl auf die Reproduzierbarkeit der Energieskala. Der systematische
Fehler kann fiir Messungen, die am selben Meftag und ohne Anderungen an
der Justierung des Michelson-Interferometers durchgefithrt werden, in guter
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Niherung als konstant angenommen werden. Unter diesen Bedingungen wird
die Reproduzierbarkeit der Energieskala im wesentlichen durch die folgenden
Fehler beschrankt:

1. Statistischer Fehler der Bestimmung der Farbstoff-Laser-Frequenz: Da da-
zu stets zehn oder weniger Einzelmessungen dienen, ist dieser Fehler deut-
lich grofler als der fiir die Bestimmung der Dioden-Laser-Frequenz (etwa
85 Einzelmessungen).

2. Driften der Farbstoff-Laser-Strahllage: Der Farbstoff-Laser-Resonator er-
fordert auf der Zeitskala von 1h eine geringfiigige Nachjustierung. Dies
ist ein Anzeichen fiir eine langsame Drift der Resonator-Geometrie und
damit der Farbstoff-Laser-Strahllage. Diese beeinflufit den geometrischen
Faktor der effektiven Wellenldnge und damit das Ergebnis der Messung
mit dem Michelson-Interferometer.

Wird das gleiche Spektrum am selben Mefitag zweimal aufgenommen, so kann
aus dem Vergleich der Spektren die Verschiebung der Frequenz-Skala ermittelt
werden. Erfahrungsgeméf} ergibt sich eine Streuung von etwa 10 MHz.

6.3.9 Strukturauflésung in experimentellen Spektren

Eine ideale experimentelle Auflosung der fundamentalen Eigenschaften eines
Rubidium-Atoms (u. U. in statischen dufleren Feldern) wére dann erreicht, wenn
die experimentelle Anregungsfunktion nur von dem Anfangszustand des Atoms
und dem seine Dynamik beschreibenden Hamilton-Operator abhéngt. Die For-
mel von Rescigno-McKoy hat diese Gestalt (siehe eine der Formen (4.91), (4.93)
oder (4.95) in 4.5). In 4.6 wird die experimentelle Anregungsfunktion durch diese
Formel dargestellt. Mit Blick auf die Herleitungen in Kapitel 4 und die Vorberei-
tungen in Kapitel 3 konnen die Effekte angegeben werden, die eine im erkldrten
Sinne nichtideale Auflésung verursachen.

Werden diese Effekte einzeln betrachtet, so fiihren viele dazu, dafl das expe-
rimentelle Spektrum als Faltung der ideal aufgelosten Anregungsfunktion mit
einer weiteren Funktion dargestellt werden kann. Meist ist ein bestimmter Ef-
fekt mit einem kennzeichnenden Verlauf (,, Verbreiterungsprofil“) dieser Funk-
tion (z. B. Lorentz- oder Gau$-Profil) verbunden, wihrend die Parameter des
Effektes nur Einflu} auf die Ausprigung der Profils (Breite, Hohe) haben. Bei
einem Lorentz-Profil wird von einer homogenen andernfalls von einer inhomoge-
nen Verbreiterung gesprochen. In jedem Fall ist die Breite dieser Funktion eine
Schranke fiir die Strukturauflésung im experimentellen Spektrum. Die nach-
folgende Liste nennt die wesentlichen Effekte, die beim Experiment zu einer
Beschrinkung der Auflésung fithren. Weitergehende theoretische Untersuchung
finden sich z. B. in [Dem98]:

1. Geometrische und relativistische Effekte: Die Geometrie des Experiments
wurde so gewihlt, dafl der Einfluf} der statistischen Verteilung der Schwer-
punktsbewegung der Atome bestmoglich unterdriickt wird. Eine vollstén-
dige Ausloschung ist aufgrund relativistischer Effekte nicht moglich. Fer-
ner wird die Unterdriickung durch geometrische Unvollkommenheiten be-
grenzt. Daher sind die einzelnen Punkte des experimentellen Spektrums
stets das Ergebnis einer geringfiigigen Mittelung iiber von der Schwer-
punktsbewegung abhingige Wirkungsquerschnitte. Insbesondere ist mit
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einem geringen Doppler-Effekt erster Ordnung (inhomogene Verbreite-
rung) zu rechnen.

. Endliche Linienbreiten der Laser (homogen): In den theoretischen Uber-

legungen zur Anregungsfunktion wurde von vollkommen monochromati-
schen Wellen oder Strahlen ausgegangen.

. Beugungseffekte (inhomogen): Die hier gewéhlte Beschreibung der Atom-

Licht-Wechselwirkung vernachlissigt die mit der Rayleigh-Lénge skalie-
renden Eigenschaften der Laser-Strahlen. Wenn sich die Fokusse genau im
Atomstrahl befinden, wird diese Ndherung sehr gut sein. Im Experiment
konnen Abweichungen von dieser Bedingung auftreten.

Unschirfe-Effekte (inhomogen): Die Formel von Rescigno-McKoy gilt im
Grenzfall unendlich langer Wechselwirkungszeit zwischen Atom und Laser-
Strahlen. Eine endliche Wechselwirkungszeit begrenzt die Energieaufls-
sung (,,Flugzeitverbreiterung*, ,, Energie-Zeit-Unschérfe*). Auch die durch
die endliche Statistik der Messungen verursachten Fehler kénnen als Un-
schirfe-Effekt verstanden werden.

. Sdttigungseffekte: Die Atom-Licht-Wechselwirkung wurde in erster Ord-

nung in der Intensitdt behandelt. Hohere Ordnungen fithren zu S&tti-
gungseffekten bei der Photoabsorption. Bei Zustdnden, deren Dynamik
durch spontanen Zerfall beherrscht wird, hat dies eine homogene Ver-
breiterung zur Folge. Diese skaliert mit der sog. Séttigungsintensitat. Fiir
die D2-Ubergiinge von Rubidium liegt diese bei wenigen mW /cm?. Daher
wird eine Séttigung dieser Ubergiinge selbst bei geringen Strahlleistungen
von wenigen 100 pW leicht erreicht. Unabhéngig davon weist der Elektro-
nendetektor bei hohen Zihlraten ein durch Raumladungen verursachtes
Sattigungsverhalten auf.

Um eine starke Séttigung des optisch gepumpten Ubergangs auszuschlie-
Ben, wurde anhand von Photoabsorptionsspektren in gekreuzten Feldern
der Einflul der entsprechenden Strahlleistung auf die Strukturauflosung
folgendermaflen untersucht: Die Stérke der statischen Felder und das zu
iiberstreichende Energieintervall wurden in der Nihe der Werte aus 3.3
gewdhlt. Zunéchst wurde die Strahlleistung des Dioden-Lasers soweit ab-
gesenkt, daB die Zihlrate empfindlich auf weitere Anderungen antwortet.
Dann wurden Spektren aufgezeichnet wobei schrittweise die Leistungsba-
lance verschoben wurde, d. h. die Strahlleistung des Dioden-Lasers wurde
abgesenkt und der Zé#hlratenverlust durch eine Erhchung der Strahllei-
stung des Farbstoff-Lasers ausgeglichen. AnschlieBend wurde die Breite der
(energiebezogenen) Autokorrelationsfunktion der Fluktuation dieser Spek-
tren berechnet. Simtliche Verbreiterungen tragen zu dem so ermittelten
Wert bei. Wenn ein Wert fiir die Strahlleistung des Dioden-Lasers gefun-
den wurde, bei dem eine deutliche Erhchung der Leistung bei entsprechen-
der Absenkung der Strahlleistung des Farbstoff-Lasers keinen merklichen
Einfluf auf die Breite hat, so liefert dies einen guten Anhaltspunkt dafiir,
daf} bei beiden Anregungsstufen keine ausgeprigten Sittigungseffekte vor-
liegen. Da bei etwa gleicher Zahlrate gemessen wird kann eine mogliche
Sattigung des Elektronendetektors das Ergebnis nicht verfilschen. Auf die-
se Weise wurde der Wert von ~ 50 uW fiir die Strahlleistung des Dioden-



6.3. ABSOLUTE FREQUENZMESSUNG 115

Lasers ermittelt. Eine merkliche Abhéngigkeit der Breite der Autokorre-
lationsfunktion von der Farbstoff-Laser-Leistung konnte nicht festgestellt
werden. Im iibrigen wird bei hohen Strahlleistungen des Dioden-Lasers die
Autler-Townes-Aufspaltung des optisch gepumpten Ubergangs sichtbar.

6. Atom-Atom- Wechselwirkungen: In simtlichen theoretischen Uberlegungen
wurde davon ausgegangen, dafl keinerlei Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Atomen im Atomstrahl besteht. Der Atomofen wurde bei ver-
héltnisméBig niedriger Temperatur betrieben, um die Wahrscheinlichkeit
von Stoflen gering zu halten.

Im Experiment wird die Strukturauflésung experimentell bestimmt.



Kapitel 7

Messungen am Atomstrahl

Fiir dieses Kapitel sind folgenden Feststellungen von allgemeiner Bedeutung:

1. Bei experimentellen und theoretischen Photoabsorptionsspektren beziehen
sich die absoluten Energieangaben stets auf die lonisationsschwelle von
85Rb bei Abwesenheit sédmtlicher Felder (,feldfreie Ionisationsschwelle®)
(vgl. 6.3.8).

2. Der Energieabstand der Mefpunkte (Frequenzschrittweite), aus denen sich
die Spektren zusammensetzen, betrigt etwa 10 MHz. Nur die Spektren,
anhand derer in 7.1 die experimentelle Auflésung ermittelt wird (Abbil-
dungen 7.1 und 7.2), wurden mit halbierter Schrittweite aufgezeichnet.

3. Zur Darstellung der Spektren werden beziiglich der Energie benachbarte
MeBpunkte durch eine gerade Strecke verbunden.

4. Die experimentellen Spektren werden keinerlei Gladttung unterworfen. Dies
gilt fiir die Abbildung ebenso wie fiir die Auswertung.

5. Samtliche Ausgleichsaufgaben wurden durch gleichméiBig gewichtete x?2-
Optimierung im Rahmen des Levenberg-Marquardt-Verfahrens! gelost.

7.1 Experimentelle Auflésung

Bei der experimentellen Aufiésung sind zwei Grofien zu unterscheiden: Die ex-
perimentelle Linienbreite (besser: ,Strukturauflésung®) und die absolute Ener-
gieauflosung. Beide werden durch Spektroskopie im Rydberg-Bereich bei Abwe-
senheit der statischen duferen Felder ermittelt.

Da bei den in diesem Abschnitt beschriebenen Messungen der supraleitende
Magnet nicht betrieben werden mufite, wurde der Kryostat statt mit fliilssigem
Helium mit fliisssigem Stickstoff befiillt.

7.1.1 Strukturauflésung

Abbildung 7.1 zeigt die Spektroskopie der 425 /-Linie. Die experimentelle Lini-
enbreite betrigt 20 MHz (FWHM). Da die natiirliche Linienbreite im Rydberg-
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Bereich gegen diesen Wert vernachléssigt werden kann, betrégt die Strukturauf-
l6sung hier 20 MHz (FWHM). Der experimentelle Linienverlauf entspricht mit
einem Korrelationskoeffizienten von 99,356% dem einer Gaufl-Kurve.

7
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] (GauR-Funktion)
54
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2
3
g 2
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Abbildung 7.1: Spektroskopie der 42s;/5-Linie bei Abwesenheit statischer
duflerer Felder (schwarze Linie): Die experimentelle Linienbreite betrigt knapp
20 MHz. Eine GauB-Kurve (rote Linie) kann mit einem Korrelationskoeffizienten
von 99,356% an den experimentellen Verlauf angeglichen werden.

In 6.3.9 werden verschiedene Begrenzungen der Strukturauflésung genannt.
Im vorliegenden Fall ist die Sdttigungsverbreiterung des optisch gepumpten
Ubergangs am wichtigsten. Fiir 8"Rb wird in [Lew02] eine Sittigungsintensi-
tit von 1,6 mW /cm? angegeben. Unter der Annahme, da8 der Wert fiir 8°Rb
dhnlich ist, ergibt sich fiir die hier benutzte Laser-Strahlleistung von 25 uW
und einen Strahltaillenradius von 100 pm bereits eine Linienbreite, die iiber der
hier gemessenen Strukturauflosung liegt. Vermutlich ist daher der tatséchliche
Strahltaillenradius grofer als der angenommene Wert. Ist die Séttigungsverbrei-
terung gering, aber immer noch deutlich gréfier als der Beitrag anderer Verbrei-
terungen, sollte die Spitze in Abbildung 7.1 Lorentz-formig sein. Bei stérkerer
Sattigungsverbreiterung kommt es allerdings zu Abweichungen von der Lorentz-
Form (Autler-Townes-Aufspaltung). Aulerdem treten bei der Spektroskopie von
gebundenen Zustdnden hohe Zdhlraten auf. Dies ist i. allg. mit mehr oder weni-
ger ausgeprigten Sattigungseffekten im Elektronendetektor verbunden, die die
Form der Spitze verzerren. Die Beobachtung einer Gauf3-férmigen Spitze spricht
also nicht zwangsldufig gegen das Vorherrschen einer Sattigungsverbreiterung.
Die Frequenzschrittweite bei der Messung ist hier nicht klein genug, um ge-
nauere Untersuchungen zur Linienform zuzulassen. Neben der Sittigung des
Ubergangs liefern vermutlich Flugzeit- und Doppler-Verbreiterung noch einen
im MHz —Bereich liegenden Beitrag zur Gesamtbreite.
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Bei den Messungen in gekreuzten Feldern wird die optische Pumpstufe mit
einer Strahlleistung von 50 uW betrieben. Wird fiir den optisch gepumpten Zee-
man-verschobenen Hyperfeinstrukturiibergang von einer dhnlichen Séttigungs-
intensitit ausgegangen, so ist keine Verschlechterung der Strukturauflosung zu
erwarten. Bei dem Ubergang éndert sich némlich die magnetische Quantenzahl
des Hyperfeinstrukturdrehimpulses um —1. Zur Anregung wird linear polarisier-
tes o-Licht verwandt. Daher wird nur mit der halben Strahlleistung gepumpt.

7.1.2 Absolute Energieauflésung

Abbildung 7.2 zeigt zwei unabhéingige Spektroskopien der 42s; /5 Linie. Der Ab-
stand der Linienschwerpunkte (,center of gravity*) betrigt 10 MHz. Dies ent-
spricht der typischen Streuung bei der Bestimmung der absoluten Energieskala
(siehe 6.3.8).
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Abbildung 7.2: Streuung und systematischer Fehler bei der Bestimmung der
Energieskala lassen sich anhand zweier unabhéingiger Spektroskopien der 42s, /5
Linie veranschaulichen. Der Abstand der experimentellen Linienschwerpunkte
betragt 10 MHz und spiegelt die typische Streuung bei der Bestimmung der
Energieskala wider. Der Literaturwert fiir die Lage der Linie wird bis auf 70 MHz
getroffen. Dieser Fehler liegt deutlich unter dem in 6.3.8 abgeschétzten syste-
matischen Fehler bei der Bestimmung der Energieskala.

Der systematische Fehler der FEnergieskala fiir die experimentellen Spek-
tren ist nach 6.3.6 durch den systematischen Fehler bei der Bestimmung der
Farbstoff-Laser-Frequenz gegeben und wurde in 6.3.6 mit 200 MHz abgeschétzt.
Zur Uberpriifung wird die experimentell ermittelte Lage der 42s, s2-Linien mit
dem Literaturwert aus [LN83| verglichen. Die Abweichung zwischen dem Mit-
telwert der beiden Messungen und dem vorhergesagten Wert betrigt 70 MHz
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und liegt damit deutlich unter dem abgeschétzten Wert fiir den Fehler der Ener-
gieskala.

Nach 6.3.8 hat die Energieskala fiir experimentelle Spektren einen festen
systematischen Fehler. Bei absoluten Energieangaben, die sich auf diese Spek-
tren beziehen, unterbleibt daher im folgenden die Kennzeichnung dieses Fehlers.
Nach den Ausfithrungen in 6.3.8 und den vorangegangenen Betrachtungen ist
klar, welche Fehler bei diesen Angaben zu beriicksichtigen sind.

7.2 Stark-Spektren und elektrische Feldeichung

Im Experiment wird das homogene statische elektrische Feld in der Photo-
absorptionszone mit einem Plattenkondensator erzeugt (siehe Abbildung 5.3).
Nach den Erkldrungen in 5.4.2 ist die an den Kondensator angelegte Spannung
U mit der tatséichlich erzeugten Feldstérke {iber die Formel

E=FEy+ % (7.1)
verkniipft. Dabei ist d der Plattenabstand und Ey das Streufeld am Ort der
Photoabsorption. Die Felderzeugung wird geeicht, indem die Eichparameter d
und Ej bestimmt werden.

Im Experiment wird U mit einem Digitalmultimeter gemessen. Dabei auf-
tretende Linearitéitsfehler konnen durch Einfiihrung effektiver Eichparameter d’
und Ej beriicksichtigt werden, die den Meffwert Uy fiir die Spannung U mit
der tatséchlich erzeugten Feldstirke geméif

Uy
d/

E=E)+ (7.2)
verkniipfen. Bis auf weiteres wird im folgenden nur von den effektiven Eich-

parametern gesprochen. Die zusétzliche Kennzeichnung als effektiv unterbleibt
daher.

7.2.1 Stark-Spektren und Stark-Karten

Die Fichparameter werden durch den Vergleich von numerisch berechneten und
experimentellen Stark-Karten in der Nihe einer sog. verhinderten Kreuzung be-
stimmd.

Ein Photoabsorptionsspektrum fiir ein Atom in einem homogenen statischen
elektrischen Feld wird als Stark-Spektrum bezeichnet. Es ist daher durch zwei
Groflen bestimmt: Die elektrische Feldstirke E und das bei dem Spektrum
iiberstrichene Energieintervall I¢. Im Experiment ist die Richtung des elektri-
schen Feldes durch die Geometrie der Elektrodeneinsatzes vorgegeben (siehe Ab-
bildung 5.3). Es geniigt daher die Angabe der Projektion £ = E-é&, von E auf
die y-Achse (Koordinatensystem wie in Abbildung 3.2). Wenn I¢ im Rydberg-
Bereich, aber deutlich unterhalb der Energie des zu E gehorenden Stark-Sattels
liegt, sind die Stark-Spektren i. allg. durch klar auflésbare Spitzen gekennzeich-
net. Werden fiir mehrere Werte E aus einem elektrischen Feldstarkeintervall
Ip Stark-Spektren aufgenommen, bei denen immer dasselbe Energieintervall
I¢ iiberstrichen wird, so 148t sich eine experimentelle Stark-Karte anfertigen.
Dabei handelt es sich um eine zweidimensionale Darstellung, bei der Ig die
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Abszisse und I¢ die Ordinate bildet und in die fiir jeden Wert E, fiir den ein
Stark-Spektrum aufgenommen wurde, die Energiemittelwerte £ der in diesem
Spektrum aufgelosten Spitzen in Form von Punkten an den Stellen (E, &) ein-
getragen werden. Stehen Spektren fiir hinreichend viele Werte der Feldstirke
aus Ig zur Verfiigung, so vermittelt die zugehorig Stark-Karte einen sehr an-
schaulichen Eindruck von der Verschiebung der Spitzen mit der Anderung der
Feldstérke.

Stark-Karten konnen numerisch berechnet werden. Das Verfahren beruht
auf der Reduzierung des Hamilton-Operators durch einen geeignet gewihlten
Unterraum, der durch endlich viele Eigenfunktionen des feldfreien Feinstruktur-
Hamilton-Operators aufgespannt wird. Eine numerische Stark-Karte ergibt sich
dhnlich wie eine experimentelle: Fiir Feldstiarkewerte E aus I werden die in das
Intervall I¢ fallenden Eigenwerte £ des entsprechenden reduzierten Hamilton-
Operators als Punkte an den Stellen (E, &) eingetragen. Fiir einen hinreichend
dichten Satz von Werten aus Ig ergeben sich dann zahlreiche Linien, die die
Verschiebung der Energieeigenwerte mit der Feldstérke beschreiben. Die Einzel-
heiten dazu sind der Literatur zu entnehmen.? Fiir das weitere sind lediglich die
folgenden Feststellungen wichtig:

1. Wird die Quantisierungsachse in Richtung der y-Achse gewahlt, also kolli-
near zum elektrischen Feld, so ist die magnetische Quantenzahl m; des
Feinstrukturdrehimpulses j aus Symmetriegriinden eine strenge Erhal-
tungsgrofle.

2. Aufgrund diskreter Symmetrien hingen die Energieeigenwerte weder vom
Vorzeichen von m; noch dem von E ab.

Fiir die Berechnung einer numerischen Stark-Karte fiir das Experiment geniigt es
daher, neben den Bestimmungsgrofien Ir und Ig noch alle Betridge von magneti-
schen Quantenzahlen |m;| anzugeben, die durch die zweistufige Laser-Anregung
erreicht werden konnen. Dann wird zu jedem dieser Betrége die numerische
Stark-Karte fiir Iy und I¢ berechnet. Schliellich werden diese Stark-Karten
iibereinander gelegt. Da nur die Eigenwerte selbst eingehen, gestatten diese Kar-
ten keine Vorhersage iiber die Stérke der experimentellen Uberginge.?

Im Experiment ist das Dioden-Laser-Licht in Richtung der y-Achse und das
Farbstoff-Laser-Licht in Richtung der z-Achse polarisiert (sieche Abbildung 3.2).
Bei dem optischen Pumpvorgang handelt es sich also um eine 7-Anregung,

2[ZLKK79] enthilt das numerische Verfahren und den Vergleich seiner Ergebnisse mit
gemessenen Stark-Karten. Um die Matrixelemente des reduzierten Hamilton-Operators fiir
einen gegebenen Feldstirkewert zu bestimmen, miissen fiir die den reduzierenden Unterraum
aufspannenden feldfreien Eigenfunktionen die feldfreien Eigenenergien ermittelt und die Di-
polmatrixelemente ausgewertet werden. Beides gelingt aufgrund der Beschreibung dieser Ei-
genfunktionen im Rahmen der sog. Quantendefekttheorie [Sea83, Sta99]. Sie liefert Darstel-
lungen der feldfreien Eigenenergien in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen der zugehérigen
Eigenfunktionen und freien Parametern (,Rydberg-Ritz-Formeln*). Letztere koénnen durch
spektroskopische Untersuchungen bestimmt werden. Hier wird zur Berechnung der feldfreien
Eigenenergien eine ,,modifizierte“ Rydberg-Ritz-Formel aus [LN83] mit den dort angegebenen
Parameterwerten verwandt. Im Rahmen der Quantendefekttheorie kénnen auch die Dipolma-
trixelemente in guter N#herung entweder numerisch [ZLKK79] oder mit einem analytischen
Verfahren [vVRDP79] ausgewertet werden. Hier wird das analytische Verfahren benutzt. Die
eigentliche Diagonalisierung wird durch Transformation auf Tridiagonalgestalt (Householder-
Verfahren) und anschliefende Anwendung des QR-Algorithmus durchgefiihrt.

3Eine Berechnung der Stirke ist ebenfalls moglich, allerdings ist der numerische Aufwand
grofer.
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wahrend der Farbstoff-Laser o-Licht liefert. Aufgrund der Eigenschaften der
optischen Pumpstufe trigt nur das Isotop °Rb zu den Stark-Spektren bei
(vgl. 6.1). Das Anregungsschema ist

|*"Rb; 5s1/2; f = 3) = [Rb; 5pg/a; f = 4) 5 |Rydberg) (7.3)

Anschaulicher ist Abbildung 7.3, aus der die Bedeutung der Feinstrukturquan-
tenzahlen hervorgeht.

Stark-verschobene
Rydberg-Zustande

m;= -3/2 112 1/2 312
Fabstoff-Laser (o)

SP3/0, =4 - v v -

m;= -3/2 -1/2 1/2 3/2
Dioden-Laser (n)

58,0, =3

m;= -1/2 1/2

BSRb

Abbildung 7.3: Anregungsschema bei der Aufzeichnung experimenteller Stark-
Karten: In Dipolnéherung fiir die beiden Anregungen koénnen die erreichba-
ren magnetischen Quantenzahlen m; des Feinstrukturdrehimpulses j angege-
ben werden. Die Hyperfeinstruktur kann nur im Rydberg-Bereich vernachléssigt
werden. Fiir die Behandlung der optischen Pumpstufe, miissen die beteiligten
Hyperfeinstrukturzustéinde in der entkoppelten Basis (,,Feinstruktur ® Kernei-
gendrehimpuls“) dargestellt werden. Die Abbildung ist in diesem Sinne zu ver-
stehen und reicht fir die Bestimmung der erreichbaren m;-Werte aus.

Dipoliibergénge fithren also nur zu Zustdnden mit |m;| € {1/2,3/2} von
85Rb. Die Abbildungen 7.4 und 7.5 auf Seite 122 zeigen die entsprechenden
numerischen Stark-Karten, die eine anschauliche Vorstellung vom Stark-Effekt
vermitteln. Sie enthalten insbesondere die Linien, die aus den 42p-Zustédnden fiir
Feldstérkewerte bis 25 V /cm hervorgehen. In beiden Stark-Karten ist der fiir die
Bestimmung der Eichparameter wichtige Teil umrahmt. Bei den Experimenten
in gekreuzten Feldern wird spéter eine Feldstéirke von etwa 220 V/cm bei etwas
hoherer Energie verwandt. Mit Blick auf die beiden Stark-Karten ist klar, dafl
eine solche Feldstirke als hoch einzustufen ist.

Im folgenden werden die Linien, die aus den feldfreien 42p-Zustidnden her-
vorgehen, einfach als 42p-Linien bezeichnet. In dem Feldstérkebereich, in dem
diese Linien auf den Fécher treffen (der aus Zustéinden mit n = 39 hervorgeht),
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Abbildung 7.4: Numerische Stark-Karte fiir ®*Rb, |m;| = 1/2.
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Abbildung 7.5: Numerische Stark-Karte fiir 8°Rb, |m;| = 3/2. In beiden Stark-
Karten kennzeichnen die Rahmen den Teil, der fiir die Bestimmung der Eich-
parameter herangezogen wird.



7.2. STARK-SPEKTREN UND ELEKTRISCHE FELDEICHUNG 123

kann der Linienverlauf nicht mehr aufgelost werden. Deswegen werden die um-
rahmten Teile der beiden Stark-Karten vergréflert und iibereinandergelegt. Das
Ergebnis ist Abbildung 7.6.
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Abbildung 7.6: Vergroferte Stark-Karte fiir 8Rb, |m;| < 3/2: Wihrend die elek-
trische Feldstéirke von 11,6 auf 12,4 V/m wiichst, werden die 42p-Linien nachein-
ander umgebogen, anstatt den Fécher zu durchstofien. Eine solche Erscheinung
wird als verhinderte Kreuzung bezeichnet. Die starke Feldstédrkeabhingigkeit
des Energieabstandes A zwischen den verstiarkt dargestellten Linien bildet die
Grundlage fiir das neue Eichverfahren.

Jede der 42p-Linien weist bei ihrer verhinderten Kreuzung (Erklirung bei
Abbildung 7.6) eine grofe Empfindlichkeit beziiglich Anderungen der elektri-
schen Feldstérke auf. Besonders klar wird dies beim Blick auf die Abbildungen
7.4 und 7.5, in denen die verhinderten Kreuzungen als kaum aufzulésende Knicke
erscheinen. Diese Empfindlichkeit wird bei der Bestimmung der Eichparameter
ausgenutzt.
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7.2.2 Das neue Eichverfahren

Das Verfahren beruht auf der Aufzeichnung einer experimentellen Stark-Karte,
bei der die Spannung Uy, die Abszisse bildet. Die Stark-Karte enthélt die Linien
|42p3 /2, |mj| = 3/2) und [42p; 2, |m;| = 1/2) (verstirkte schwarze und rote Linie
in Abbildung 7.6) und 16st die verhinderte Kreuzung der [42p; /9, |m;| = 1/2)-
Linie (verstirke rote Linie) auf. Zur Vereinfachung wird im folgenden einfach
von der schwarzen und der roten Linie gesprochen. Im folgenden werden Idee
und Durchfithrung des Verfahrens beschrieben.

Idee

Als Grofle, die die Eichparameter festlegt, wird der Energieabstand A von
schwarzer und roter Linie gew&hlt. Dieser weist bei der verhinderten Kreuzung
der roten Linie eine starke Abhéingigkeit von der Feldstirke auf. Die numerische
Stark-Karte liefert den Energieabstand A als Funktion der Feldstérke A = A(FE)
an einem Satz von endlich vielen Stiitzstellen. Also in der Form

{(Ep, Ap)}pernmy (m: Anzahl der Stiitzstellen) (7.4)

Fiir jeden Spannungswert Uy, fiir den ein Stark-Spektrum aufgezeichnet wurde,
kann der Abstand Ap; aus dem Spektrum bestimmt werden. Dies liefert einen
Datensatz von Melwerten

{(Un,q, Aqu)}qe{l on) (n: Anzahl der Messungen) (7.5)

Wenn eine kontinuierlich definierte Funktion A = A(FE) angegeben werden
kann, die den Abstand fiir jeden Feldstdrkewert E liefert, dann gilt offenbar fiir
die gemessenen Abstéinde
(7.2) / Un ,q
Apg=A(EUnmg) = A Ey+ 7 (gef{l,...,n}) (7.6)
Ist die kontinuierlich definierte Funktion A hinreichend regulér, so konnen aus
der als Ausgleichsaufgabe verstandenen Bedingung (7.6) die Eichparameter be-

stimmt werden. Damit ist das Eichverfahren auf das Auffinden der Funktion A
zuriickgefiihrt.

Bestimmung von A

Fiir die Bestimmung von A wird von einem einfachen Modellen fiir den Abstand
zwischen der schwarzen und der roten Linie ausgegangen. Um den Verlauf der
beiden Linien in der N#he der verhinderte Kreuzung der roten Linie zu beschrei-
ben, werden mit Blick auf Abbildung 7.6 folgende Modellannahmen gemacht:

1. Ein-Niveau-Modell fir die schwarze Linie:
Feldstédrkeabhéngigkeit der Energie eines Eigenzustandes bei Vernachlis-
sigung sdmtlicher feldvermittelter Koppelungen an andere Zusténde.

2. Zwei-Niveau-Modell fiir die rote Linie:
Feldstédrkeabhéngigkeit der Energie eines Eigenzustandes, der iiber das
Feld nur mit einem weiteren Eigenzustand gekoppelt ist.
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Als einfachstes aller Modelle gestattet ein Ein-Niveau-Modell lediglich einen
linearen Zusammenhang zwischen Energie und Feldstédrke. Daher wird fiir die
Linie, die die verhinderte Kreuzung aufweist, ein Zwei-Niveau-Modell angesetzt.
In diesem Sinne wird von der einfachsten Beschreibungsgrundlage fiir das Er-
gebnis der numerischen Rechnung ausgegangen. Es ist wichtig, daf es lediglich
um eine Beschreibung des Linienverlaufs in der Néhe der verhinderten Kreuzung
geht. Die Modelle werden nun néher untersucht.

Wird ein Satz Z von Eigenzustéinden vorgegeben, dann entspricht die Ver-
nachléssigung sédmtlicher Koppelungen dieser Zustdnde an solche, die nicht in
Z enthalten sind, der Reduzierung des Hamilton-Operators auf den durch Z
aufgespannten Unterraum.

Beim Ein-Niveau-Modell besteht Z aus einem Zustand . Es ergibt sich
dann ein eindimensionaler Hamilton-Operator. @ bleibt in diesem Modell un-
abhéngig von der Feldstirke Eigenzustand des reduzierten Hamilton-Operators,
und die lineare Abhéingigkeit des nicht reduzierten Hamilton-Operators von der
Feldstérke fithrt nach der Reduzierung zu einer linearen Feldstérkeabhéingigkeit
der Energie von .

Beim Zwei-Niveau-Modell besteht Z aus zwei Zustédnden 11, 2. Wird der
reduzierte Hamilton-Operator als Matrix beziiglich der Basis Z geschrieben, so
ergibt sich die von der elektrischen Feldstiarke E abhéngige Matrix

S+ F, OF
( BE &+ asE ) (7.7)

mit Energien &1, & und geeigneten Parametern oy, ag, §. Die feldstdrkeabhén-
gigen Eigenwerte dieser Matrix liefern zwei Linien:

E—E,\°
E(E)=a+bEFc 1—( - ) (7.8)
mit

o = % (& + &) (7.9)
b = % (041 + 042) (710)
¢ = (E1+ &) (7.11)

Vi@ +az)? + 42
B, - (&1+ &) (341 +ag) (7.12)

(a1 + a2)” + 442

. _ _2&+&)p (713)

V0or +a2)? + 452

Wird der Abstand zwischen einer der beiden durch (7.8) gegebenen Linien und
einer durch das Ein-Niveau-Modell beschriebenen Linie gebildet, so ist das Er-
gebnis wieder von der Gestalt (7.8). Um schlie8lich noch die Unabhiingigkeit
des Stark-Effektes vom Vorzeichen der Feldstérke zu beriicksichtigen, wird als
Modell fir A = A(FE) die Funktion

A(E):a+b|E|—C\/1— (M) (7.14)

3
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angesetzt, und die finf Parameter werden durch Angleichung an die Werte
(7.4) aus der numerischen Stark-Karte bestimmt. Das Ergebnis ist erstaunlich
gut: Bei 191 dquidistanten Stiitzstellen im Intervall [11,0V/cm; 11,95V /cm]
wird ein Korrelationskoeffizient von mehr als 99,999% erreicht. Abbildung 7.7
zeigt die Ubereinstimmung zwischen den durch Diagonalisierung bestimmten
Stiitzstellen und der kontinuierlich definierten Funktion (7.14) nach Optimie-
rung der Parameter. Aufgrund der auBergewohnlich guten Ubereinstimmung
kann fiir Feldstirkewerte mit Betrag im bei der Angleichung zugrunde liegen-
den Intervall [11,0V/cm; 11,95 V/cm| ohne weiteres die angeglichene Formel
7.14 anstelle der durch numerische Diagonalisierung gewonnenen Abstandswer-
te benutzt werden. In diesem Intervall fillt der Abstand von 4,34-1072 cm™!
(1,30 GHz) auf 2,43-10"2 cm~! (0,73 GHz):

Wertebereich des angeglichenen Modells: 2,43-1072...4,34-10"2 cm ™!
(7.15)
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Abbildung 7.7: Analytisches Modell fiir den Linienabstand in der N#he der
(ersten) verhinderten Kreuzung der [42p; /o; |m;| = 1/2)-Zusténde: Die Grund-
lage fiir die Angleichung der freien Parameter des Modells (7.14) bilden
191 #quidistante Stiitzstellen im Feldstédrkeintervall [11,0V /cm; 11,95V /cm]
(Stiitzstellenabstand: 5 mV/cm). Bei jeder Stiitzstelle wird der Hamilton-
Operator fiir diesen Feldstérkewert numerisch diagonalisiert (numerische Stark-
Karte in Abbildung 7.6) und der entsprechenden Linienabstand bestimmt. Die
Angleichung des analytischen Modells an die numerische Stark-Karte erfolgt
durch x2-Minimierung iiber die freien Parameter. Der erreichte Korrelationsko-
effizient ist grofer als 99,999%.
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Die Darstellung (7.14) ist auch bei negativen Feldstirkewerten (,negative®
verhinderte Kreuzung) giiltig. So kénnen Stark-Spektren, die bei der negati-
ven und bei der positiven verhinderten Kreuzung aufgezeichnet werden, glei-
chermaflen zur Bestimmung des Eichparameter beitragen. Dies verbessert die
Konvergenz des Ausgleichsverfahrens zur Bestimmung der Eichparameter.

Vorteile des Verfahrens

Das geschilderte Verfahren hat folgende Vorteile:

1. Die ausschliefliche Verwendung relativer Frequenz-Messungen (Linienab-
stand) verhindert Beeintréchtigungen durch statistische oder systemati-
sche Fehler bei der Bestimmung der absoluten Frequenz zu Beginn der
Stark-Spektren.

2. Es tragen alle Spektren zur Bestimmung der Eichparameter bei, die hin-
reichend nahe bei der negativen oder positiven verhinderten Kreuzung
liegen.

3. Beide Eichparameter werden gleichzeitig bestimmt.

4. Durch die Bestimmung der Eichparameter im Rahmen eines Ausgleichs-
verfahrens kénnen die Standard-Fehler fiir diese Parameter gleich mitbe-
stimmt werden.

Durchfiihrung

Bei den Messungen in gekreuzten Feldern sind die beiden Kappenelektroden
leitend verbunden, und das Verhéltnis zwischen der Spannung an der inneren
Elektrode und der an den Kappenelektroden ist fiir alle Messungen gleich (zur
Geometrie der Elektrodenanordnung siehe Abbildung 5.3). Um einen Einflul
der Spannungen der Kappenelektroden auf das Feld am Photoabsorptionsort
zu beriicksichtigen, wird bei der Aufzeichung der Stark-Spektren dieses Span-
nungsverhéltnis beibehalten. Bei den Messungen wurde der Kryostat statt mit
fliissigem Helium mit fliisssigem Stickstoff befiillt. Spéter wird gezeigt, dafl die
bei dieser Temperatur ermittelten Eichparameter auch bei tieferen Temperatu-
ren benutzt werden konnen. Die experimentellen Stark-Karten, die die positive
und negative verhinderte Kreuzung der roten Linie auflosen, sind in Abbildung
7.8 dargestellt.

Insgesamt wurden fiir 13 Spannungen {Uns,q}4eq1,...,13} Stark-Spektren auf-
genommen. Mit Blick auf Abbildung 7.6 lassen sich den 42p-Linien leicht ex-
perimentelle Spitzen zuordnen. Die verhinderte Kreuzung wird klar aufgelost.
In ihrer unmittelbaren Umgebung findet eine Umverteilung der Oszillatorstirke
von der [42p;/9;|m;| = 1/2)-Linie auf andere Linien statt. Der Abstand zwi-
schen [42ps 93 |m;| = 3/2) und [42p; ; |m;| = 1/2)-Linie wird als Differenz der
Schwerpunkte (,centers of gravity“) der zugehorigen Spitzen aus den Spektren
ermittelt. Damit stehen Wertepaare {(Unr,g, Anr,q)}qeqr,...,13} fiir die Bestim-
mung der Eichparameter d’ und E{j gemif (7.6) zur Verfiigung.
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Abbildung 7.8: Experimentelle Stark-Karten fiir die erste verhinderte Kreuzung
der [42p;/9; |m;| = 1/2)-Linie bei positiven (obere Abbildung) und negativen
Spannungen (untere Abbildung). Samtliche Spektren wurden mit einer Strahl-
leistung von 25 uW fiir die optische Pumpstufe und ~ 100 uW fiir den Farbstoff-
Laser aufgezeichnet. Das durch die numerische Berechnung (Abbildung 7.6) vor-
hergesagte qualitative Verhalten ist klar zu erkennen.

Wichtig sind folgende Feststellungen:

1. Bei der numerischen Diagonalisierung werden die Energien der feldfrei-
en Eigenfunktionen mit Hilfe der modifizierten Rydberg-Ritz-Formel aus
[LN83] berechnet. Dort wird die Genauigkeit dieser Formel fiir p-Zustédnde
mit £3-107% cm™! (das sind 90 MHz) angegeben. Um einen méglichen
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Fehler dieser Art zu beriicksichtigen, wird ein zusétzlicher freier Parame-
ter &' zu A hinzugeziihlt.

2. Es werden nur solche Wertepaare herangezogen, bei denen der Abstand im
Wertebereich des Modells liegen. Da sich der Wertebereich (7.15) mit dem
noch nicht bestimmten Parameter 8’ verschiebt, wird folgendermafen vor-
gegangen: Zuerst werden die Eichparameter d’, E{, und der Korrekturpara-
meter ¢’ nur mit solchen Wertepaaren bestimmt, bei denen der Abstand im
Wertebereich (7.15) liegt (1. Schritt). AnschlieBend wird der Wertebereich
um ¢’ verschoben und das gleich Verfahren noch einmal durchgefiihrt (2.
Schritt). Beim zweiten Schritt wird ¢’ erneut bestimmt. Auf diese Weise
wird eine bestmogliche Ausnutzung der Mefiwerte gewihrleistet. Es zeigt
sich, da der zweite Schritt keine signifikant anderen Ergebnisse liefert
als der erste. Nur der Fehler ist aufgrund der breiteren Datengrundlage
kleiner. Dies rechtfertigt die geschilderte Herangehensweise.

Die Ausgleichsaufgabe lautet also:

| U
Ayg = A (E(’) + 3{"‘) +4 (7.16)
fir g € {1,...,13} mit Aps 4 im verschobene Wertebereich (7.17)

Die effektiven Eichparameter werden nun durch x?-Minimierung bestimmt. Das
Ergebnis ist graphisch und numerisch in Abbildung 7.9 zusammengefafit. Das
Ergebnis des Eichverfahrens sowie die fiir die Eichparameter ermittelten Werte
finden sich in Tabelle 7.1.

Zur endgiiltigen Priifung der Eichung werden die Spannungen, bei denen
Stark-Spektren aufgezeichnet wurden, mit den neu bestimmten effektiven Eich-
parametern in die entsprechenden Feldstéirken umgerechnet. AnschlieSend wer-
den experimentelle und numerische (sieche Abbildung 7.6) Stark-Karte vergli-
chen. Dies geschieht in Abbildung 7.10 auf Seite 131. Um den systematischen
Fehler der Energieskala fiir die experimentellen Spektren auszugleichen, wird auf
die am selben Mefitag aufgezeichnete Spektroskopie der 42s; /o-Linie bei Abwe-
senheit eines statischen elektrischen Feldes zuriickgegriffen. Das Ergebnis wur-
de in 7.1.2 (besonders Abbildung 7.2) ausfiihrlich besprochen. Dabei wurde fiir
den systematischen Fehler der Energieskala ein Wert von 2,3-1073 cm™! ermit-
telt. Nach den Ausfithrungen in 6.3.8 ist bei Messungen, die am selben Mefitag
durchgefiithrt werden, keine wesentliche Verénderung des systematischen Feh-
lers zu erwarten. Daher wurden alle Stark-Spektren um den fiir die 42s; /o-Linie
ermittelten Wert verschoben (Genauer: Die Energieskala wurde verschoben).
Diese Korrektur wurde also vollkommen unabhéngig von den Stark-Spektren
und ihrer Auswertung bestimmt.

Um zu priifen, ob die Eichparameter zeitlichen Schwankungen unterworfen
sind, wurde eines der zuerst aufgenommenen Stark-Spektren nach etwa zwei
Stunden erneut aufgenommen. Der Vergleich samt Erlduterung findet sich in
Abbildung 7.11. Es konnte keine signifikante Anderung der Eichparameter fest-
gestellt werden. Aufgrund der Abbildung 7.10 und 7.11 kénnen die Ergebnisse
der neuen Feldeichung mit gutem Gewissen benutzt werden.
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Abbildung 7.9: Bestimmung der Eichparameter: Aufgetragen sind die aus den
gemessenen Stark-Spektren ermittelten Linienabstéinde (,center of gravity“-
Absténde) iiber der an der inneren Elektrode anliegenden Spannung (schwarze
Punkte). Der Linienabstand fiir die groBfte Spannung liegt nicht im verschobe-
nen Wertebereich und bleibt daher bei der Losung der Ausgleichsaufgabe un-
beriicksichtigt. Die Werte der Ausgleichskurve sind an den bei ihrer Bestimmung
herangezogenen experimentellen Spannungswerten mit roten Kreuzen eingetra-
gen. Der Korrelationskoeffizient betriagt 99,968%.

Funktion Coy=A(E)+9) + o

Korrelationskoeffizient : R =99,968%

Parameter Wert Standardfehler | Einheit
d 02888 |+ 3-107° cm
E) 0,08253 |+ 8,6-107* | V/em
5 1,05-1072 | £  6-107° cm !

Tabelle 7.1: Das Ergebnis des neuen Eichverfahrens: Aufgrund der erstaunlich
hohen Korrelation sind die Standardfehler sehr klein. So liegt der Standardfehler
fiir den effektiven Plattenabstand d’ mit 0,3 pm in einem Bereich, der sonst nur
mit interferometrischen Verfahren zugénglich ist. Der relative Standardfehler ist
nur noch 1-107%. Das Streufeld E} liegt unter 10 V/m. Der Korrekturparameter
0’ liegt mit 31,5 MHz bei etwa einem Drittel des Fehlers, der laut [LN83] bei
der Berechnung der Energien der feldfreien p-Zusténde mit der hier verwandten
modifizierten Rydberg-Ritz-Formel auftreten kann.



7.2. STARK-SPEKTREN UND ELEKTRISCHE FELDEICHUNG 131

70,98

LT

-71,04 1

Energie [cm|

-71,06

-71,08

-71,10 —= |r — ——
113 M4 M5 116 11,7 18 119 120 121
elektrische Feldstarke [V/icm]

Abbildung 7.10: Vergleich der geeichten Stark-Spektren (durchgezogene Linien)
mit der numerischen Rechnung (gestrichelte Linien): Der systematische Fehler
der Energieskala wurde ausgeglichen. Dazu wurde der Fehler aus der am selben
Tag aufgezeichneten feldfreien Spektroskopie der 42s; /o-Linie bestimmt und al-
le Stark-Spektren um den ermittelten Wert von 69 MHz verschoben. Da der
Stark-Effekt unabhéngig vom Vorzeichen des Feldstidrkewertes ist, wurden die
Spektren bei negativen Feldstéirken beim Betrag dieser Grofle eingetragen. Ein
Fehler bei der Bestimmung des Streufeldes kann dann leicht erkannt werden.
Die Ubereinstimmung ist ersichtlich sehr gut.
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Abbildung 7.11: Zeitliche Konstanz der Eichparameter: Die beiden Spektren
(schwarz und rot) wurden im zeitlichen Abstand von etwa zwei Stunden auf-
gezeichnet. In dieser Zeit wurde das Atomstrahlexperiment betrieben. Dies
ist wichtig, da an den Elektroden kondensierendes Rubidium als wahrschein-
lichste Ursache fiir eine Veriinderung der Eichparameter gilt. Eine Anderung
der Spektren ist kaum festzustellen. Bei genauer Vermessung ergibt sich eine
Veriinderung des Linienabstandes A von 4,5 MHz (Linien bei —71,06 cm ™! und
—71,02 cm™1). Dies entspricht einer Feldéinderung von 5 mV /cm oder einer Po-
tentialdnderung der inneren Elektrode von 1,5 mV. Dies liegt im Fehlerbereich
des zur Spannungsmessung verwandten Digitalmultimeters.

Tatséichliche Eichparameter

Die tatséchlichen Eichparameter unterscheiden sich von den effektiven nur in
ihrem Fehler. Zusétzlich zu den Standard-Fehlern der effektiven Eichparameter
sind noch folgende Fehlerquellen zu beriicksichtigen:

1. Fehler durch Temperaturinderung: Bei den Messungen in gekreuzten Fel-
dern wird der Elektrodeneinsatz auf 4,2 K (Siedepunkt von fliissigem He-
lium) abgekiihlt. Dies fiihrt zu einer Verédnderung des Elektrodenabstan-
des gegeniiber dem Wert, der bei einer Temperatur von 77,3 K bestimmt
wurde. Nach [Whi59] gilt fiir die lineare Ausdehnung [ eines Messing-
werkstiicks bei Abkiithlung von 75 K auf 0 K:

lok =losk = (14+2,9-107%) 5 (7.18)

Bei Kiihlung auf den Siedepunkt von fliissigem Helium wird daher fiir den
Plattenabstand ein zusétzlicher relativer Fehler von 3-10~* angesetzt.
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2. Fehler der Digitalmultimeter: Die iiber dem Plattenkondensator anliegen-
den Spannungen werden mit einem Digitalmultimeter gemessen. Dabei
treten relative und absolute Mefifehler auf. Es werden zwei Digitalmul-
timeter verwandt. Eines fiir niedrige Spannungen* und eines fiir héhere
Spannungen®. Die Fehler werden von den Herstellern gem#f Tabelle 7.2
spezifiziert. Fiir die Bestimmung der effektiven Eichparameter wurde das

Gerit relativer Fehler | absoluter Fehler

Modell 4650B | = 5-107% + 3mV
Model 2000 + 5.107° + 0,7mV

Tabelle 7.2: Fehler der Digitalmultimeter laut Spezifikation der Hersteller.

Modell 4650B verwandt. Der absolute Fehler lé8t sich bei den angelegten
Spannungen von mehr als 3 V nach oben gegen einen relativen Fehler von
1-103 abschiitzen. Zusitzlich wird die Herstellerangabe fiir den relati-
ven Fehler verdoppelt, um einer moglichen Verschlechterung wéhrend des
langjahrigen Betriebs Rechnung zu tragen. Damit kénnen die vom Digi-
talmultimeter bei der Bestimmung der Eichparameter verursachten Fehler
zu einem relativen Fehler von 2- 1073 zusammengefat werden.

Nun werden relativer Standardfehler des effektiven Plattenabstandes (vgl. Ta-
belle 7.1), Temperaturausdehnungskoeffizient und die Fehler des Modell 4650B
zu einem relativen Fehler von 2,4-1072 fiir den tatséichlichen Plattenabstand
d zusammengezahlt. Das tatsédchliche Streufeld ist dann gleich dem effektiven.
Insgesamt ergibt sich

U
E=FEy+ Pl (7.19)
mit (Standardfehler)
d = d(1£2,4-107%) =0,2888(7) cm (7.20)
Ey, = E{=0,08253(86)V/cm (7.21)

Diese Beziehung gilt mit den angegebenen Fehlern bei Kiihlung auf den Siede-
punkt von fliissigem Helium oder fliissigem Stickstoff.

Um den Fehler bei der Bestimmung der elektrischen Feldstéirke anzugeben,
mufl nun nur noch der Fehler bei der Messung der an die innere Elektrode
angelegten Spannungen beriicksichtigt werden. In gekreuzten Feldern betragen
die Spannungen mehr als 60 V und zur Messung wird das Model 2000 ver-
wandt. Dessen Fehler (siehe Tabelle 7.2) konnen gegen einen relativen Fehler
von 1-10~* abgeschiitzt und dann mit dem relativen Fehler des Plattenabstan-
des zu einem effektiven relativen Fehler der Spannungsmessung von 2,5-1073
zusammengezihlt werden. Bei Spannungen von mehr als 60 V kann der Fehler
des Streufeldes vernachléssigt werden. Zusammenfassend gilt fiir Messungen in
gekreuzten Feldern:

E=8V/m+ iO,Q% (7.22)

2,888-107% m

4Modell 4650B des Herstellers Voltcraft
5Model 2000 Multimeter des Herstellers Keithley Instruments, Inc.
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Aus der Fehlerrechnung geht hervor, dafi die Unsicherheiten bei der Spannungs-
messung bei weitem den gréfiten Beitrag zum Fehler leisten (mehr als 80%).
Um die hohe Genauigkeit des neuen Eichverfahrens auszuschopfen, sollten da-
her hochwertige Spannungsmesser benutzt werden.

7.3 Eichung des supraleitenden Magneten

Die magnetische Induktionsstirke wird durch die Stdrke des Stromes bestimmit,
der durch die supraleitenden Spulen fliefst. Um den Dioden-Laser durch Opti-
mierung der optischen Pumpstufe tatsdchlich auf die Frequenz des gewiinschten
Hyperfeinstrukturibergangs abzugleichen, mufS die magnetische Induktionsstirke
bereits aufgrund der eingestellten Stromstdrke hinreichend genau bekannt sein.
Ansonsten konnte der Abgleich zu einem falschen Ubergang fihren. Um eine
grobe Eichung des supraleitenden Magneten durchzufihren, werden die Zeeman-
verschobenen Hyperfeinstrukturlinien (d. h. ihre Frequenzen) berechnet und mit
den experimentellen Ergebnissen verglichen.

7.3.1 Zeeman-Effekt der Hyperfeinstruktur von Rubidi-
um

In Ubereinstimmung mit Abbildung 3.2 wird die z-Achse in Richtung der ho-
mogenen statischen magnetischen Induktion gewihlt. Sie dient im folgenden
als Quantisierungsachse. Bei der Beschreibung des Zeeman-Effekts der Hyper-
feinstruktur wird nur der paramagnetische Zeeman-Effekt beriicksichtigt. Bei-
de Isotope (A = 85 bzw. A = 87) konnen gleichermafien behandelt werden.
Eine besondere Kennzeichnung unterbleibt daher. Es ist dann von folgendem
Hamilton-Operator auszugehen:

Hurs (B) = Hps + /%B (> + ges:) B+ Viars — %giiz (7.23)
Dabei ist Hpg der Feinstruktur-Hamilton-Operator des betrachteten Rubidi-
umisotops bei verschwindender magnetischer Induktion und Vipg die Hyper-
feinstrukturkoppelung. Ansonsten werden dieselben Bezeichnungen wie in 6.1
verwandt. Daraus konnen mit Hilfe spektroskopischer Daten auf numerischem
Weg sémtliche Ubergangsfrequenzen und zugehdrige Oszillatorstiarken mit ho-
her Genauigkeit berechnet werden. Fiir hinreichend hohe magnetische Indukti-
onsstiarken B wird die Zeeman-Aufspaltung der Feinstruktur grofl gegen die Hy-
perfeinstrukturaufspaltung. Dann liefert allerdings eine verhéltnisméfig einfache
storungstheoretische Behandlung der Hyperfeinstrukturkoppelung ein anschau-
liche Beschreibung. Dabei werden folgende Vereinfachungen vorgenommen:

1. Vernachlissigung von Koppelungen zwischen verschiedenen Feinstruktur-
multipletts: Feinstrukturmultipletts mit derselben Haupt- und Bahndre-
himpulsquantenzahl [ werden durch eine nichtverschwindende magneti-
sche Induktion gekoppelt. Fiir die optische Pumpstufe bedeutet dies eine
Koppelung zwischen den 5p; /o- und 5p3/o-Multipletts. Da bei den im Ex-
periment benutzten Feldern der Energieabstand dieser Multipletts (etwa
2,4-10% cm™1) grof ist gegen die Zeeman-Aufspaltung der Feinstruktur,
wird diese Koppelung vernachléssigt.
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2. Dipolniherung der Hyperfeinstrukturkoppelung: Es wird nur die (magne-
tische) Dipolkomponente der Hyperfeinstrukturkoppelung beriicksichtigt.

3. Behandlung der Hyperfeinstrukturkoppelung in erster Ordnung Storungs-
theorie

4. Vernachlissigung des Kernmagnetons gegen das Bohr-Magneton®: Damit
kann auf den letzten Summanden des Hamilton-Operators (7.23) verzich-
tet werden. Diese Annahme ist fiir die storungstheoretische Behandlung
unerheblich, vereinfacht aber die Darstellung.

Im Rahmen dieser Vereinfachungen bleibt der Hamilton-Operator in der Basis
mit entkoppelten Feinstruktur- und Kerneigendrehimpulsquantenzahlen diago-
nal. Werden die Eigenenergien der Feinstruktur bei Abwesenheit eines Feldes
(Eigenwerte von Hpg) mit Enyi;j bezeichnet, dann gilt:

<n; l; j,i;mj, mi|Hurs (B)|n; 1; 4, 4; mj,ml->
= Enyj + BBy B+ (0315 4, 65 my, mg| Vires|n; 1 4,4 my, mi ) (7.24)
Dabei ist o
JU+)+3/4-1(1+1)
2j(G+1)
der ,,Landé-g-Faktor® und der Storungsterm lautet mit den Hyperfeinstruktur-
konstanten Ay, :

Insl;; = 1+ (ge - 1) (725)

(n;l; g, iymy, mi|Vaps|ng 1 4,6 myg, me ) = Apggjmgm; (7.26)

Im Experiment ist das Dioden-Laser-Licht linear und senkrecht zur Quantisie-
rungsachse polarisiert (o-Anregung). In Dipolndherung lauten die Auswahlre-

geln fiir die Anregung des Ubergangs 5512545 m, M) — |5p3ya; s my, my):
|ms —m;| = 1 (7.27)
m;—m; = 0 (7.28)

Damit lassen sich die Zeeman-verschobenen Ubergangsfrequenzen der D2-Linie

angeben. Nach kurzer Rechnung ergibt sich fiir m7 =m; +1:

v.o= 55173/2 - 5581/2 (7.29)
2 2 o
thp |5 (1= ge)m; £ 0\ p (7.30)
+ [‘A5P3/2 (mj + 1) - ASSl/Qmj] m; (731)
Dabei ist
mjE{—1/2,1/2},miE{—i,...,i} (7.32)

Bei den magnetischen Induktionsstiarken im Experimente bilden die drei Zeilen
(7.29)-(7.31) eine GroBenordnungshierarchie:

1. Zeile (7.29) ist etwa 1,3-10* ecm~!. Der genaue Werte hiéingt vom Isotop
ab (Isotopenverschiebung).

6Das Verhiltnis dieser beiden GréBen ist gleich dem Verhiltnis von Elektronen- und Pro-
tonenmasse und damit etwa 5-1074.
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2. Zeile (7.30) enthilt die gesamte Abhéngigkeit von der magnetischen In-
duktionsstérke und liegt fiir die experimentellen Werte (B = 1...2T)
im Bereich 0,5...1,6 cm™!. Insbesondere ist die Abhingigkeit von der
magnetischen Induktion isotopenunabhéngig.

3. Zeile (7.31) ist der Beitrag der stérungstheoretischen Behandlung der Hy-
perfeinstruktur. Die Hyperfeinstrukturkonstanten fiir den Grundzustand
sind etwa 1,0 GHz fiir ®Rb und etwa 3,4 GHz fiir 8"Rb. Fiir jedes der bei-
den Isotope ist die Hyperfeinstrukturkonstante des angeregten Zustandes
mehr als eine Groflenordnung kleiner als die des Grundzustandes. Insge-
samt ergibt sich also ein Beitrag von bis zu 4,3-1072 cm™~! fiir 8°Rb und
bis zu 8,8-10"2 cm ™! fiir 'Rb.

Abbildung 7.12 fafit die Ergebnisse in bildlicher Form zusammen: Der Zeeman-
Effekt spaltet die D2-Linie in vier Unterlinien auf (Zeeman-verschobene Fein-
strukturlinien). Die durch die magnetische Induktion verursachte Verschiebung
jeder Linie wéchst linear mit der Induktionsstérke. Die Hyperfeinstrukturkoppe-
lung hebt die Entartung der magnetischen Kerneigendrehimpulsquantenzahlen
auf und spaltet dadurch jede der Zeeman-verschobenen Feinstrukturlinien in
2i + 1 (d. h. 6 fiir 8®Rb und 4 fiir 8"Rb) Hyperfeinstrukturlinien auf. Bei Ver-
nachlidssigung der Hyperfeinstrukturkonstante des angeregten Zustandes gegen
die des Grundzustandes, ist die von der Hyperfeinstrukturkoppelung verursach-
te Aufspaltung fiir jede Zeeman-verschobene Feinstrukturlinie gleich (bis auf die
Reihenfolge der entsprechenden Zustéinde).

Abbildung 7.13 zeigt die Ubergangsfrequenzen bei Berechnung ohne die obi-
gen Vereinfachungen. Dazu wird von spektroskopische Daten aus [BGR91, RS85]
ausgegangen. Die notwendigen Hilfsmittel zur Darstellung und Auswertung der
Matrixelemente sind [Edm74, FR59, Rac42] zu entnehmen. Es sind nur die
Ubergiéinge dargestellt, die eine nennenswerte Oszillatorstirke aufweisen. Die
qualitative Ubereinstimmung mit der Niherungslosung ist ersichtlich.

Die umrahmten Bereiche der Abbildungen 7.13 enthalten die gewiinschte
Linie fiir die optische Pumpstufe.

7.3.2 Eichmessung

Der Magnet wurde mit einem Strom betrieben, bei dem nach fritheren Eichun-
gen eine magnetische Induktionsstirke von 2 T erzeugt wird. Dann wurde der
Dioden-Laser auf die aus dieser Induktionsstéirke berechnete Frequenz fiir den
gewiinschte Hyperfeinstrukturiibergang eingestellt. Dann wurden mit dem in
6.1.4 beschriebenen Verfahren die Dioden-Laser-Frequenzen bestimmen, bei de-
nen der optische Pumpvorgang einen nennenswerten Wirkungsquerschnitt auf-
weist. Um alle Linien aufzufinden, die aus einer Zeeman-verschobenen Fein-
strukturlinie hervorgehen, wurde die Dioden-Laser-Frequenz dabei nicht mit der
Feinabstimmung gesteuert sondern nur durch das Gitter der Littrow-Anordnung
stabilisiert und iiber den Anstellwinkel des Gitters (PZT-Spannung) verstellt.
Die tatsdchliche Stérke der magnetischen Induktion ist dann dadurch gekenn-
zeichnet, dal bei diesem Wert gemessene und berechnete Ubergangsfrequenzen
iibereinstimmen. Da die experimentellen Werte nur durch Ablesen der Werte
des Michelson-Interferometers bestimmt wurden, sind sie mit einem Fehler von
bis zu etwa 50 MHz behaftet. Abbildung 7.14 ergibt sich, indem die umrahmten
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Abbildung 7.12: Der Zeeman-Effekt der Hyperfeinstrukturiibergéinge als Ergeb-
nis einer Aufspaltungshierarchie: Die D2-Linie (,,B = 0%) wird von der magne-
tischen Induktion in vier Zeeman-verschobene Feinstrukturlinien aufgespalten
(, B > 0%). Anschlieend hebt der magnetische Dipol-Term der Hyperfeinstruk-
turkoppelung (,Dipol-HFS“) die Entartung dieser Linien auf. In erster Ord-
nung Stérungstheorie (,(Dipol-HFS),“) und bei Vernachldssigung der Hyper-
feinstrukturkonstante der angeregten Zusténde ergibt sich eine symmetrische
Aufspaltung, die proportional zur Hyperfeinstrukturkonstante des Grundzu-
standes A ist. Die im Experiment optisch gepumpte Linie ist rot eingezeichnet.
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Abbildung 7.13: Der Zeeman-Effekt der Hyperfeinstrukturiibergéinge (berech-
net): Die obere Abbildung (rot) zeigt das Ergebnis fiir 8°Rb, die untere (schwarz)

fiir Rb. Die Ordinaten sind unterbrochen. Die im Experiment optisch gepump-

te Linie ist verstirkt dargestellt.



7.4. MESSUNG VON ERICSON-FLUKTUATIONEN 139

Bereiche aus Abbildung 7.13 iibereinandergelegt und die experimentellen Wer-
te fiir die Ubergangsfrequenzen mit waagrechten Strichen eingezeichnet werden.
(Die Linge dieser Striche hat keine Bedeutung.) Der fiir die optische Pumpstufe
benutzte Ubergang ist verstirkt dargestellt. Die senkrechte blaue Linie befindet
sich bei dem Wert fiir die magnetische Induktion, der aus der zum verstiarkten
Ubergang gehorenden Frequenz berechnet wurde.

12815,75
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.
12815,60 -\i\\\\ I
12815,55 _\\

12815,50

Ubergangswellenzahl [cm™]

19600 19800 20000 20200 20400
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Abbildung 7.14: Eichung des supraleitenden Magneten: Die von der magneti-
schen Induktion abhiingigen Ubergangsfrequenzen fiir 8°Rb (rote Linien) und
8TRb (schwarze Linien) wurden berechnet. Der fiir die optische Pumpstufe be-
nutzte Ubergang ist verstiirkt dargestellt. Die waagrechten blauen Striche liegen
bei den experimentell ermittelten Ubergangsfrequenzen. Die senkrechte blaue
Linie liegt an der Stelle an der sich die verstérke Linie und der zugehorige blaue
Strich schneiden. Die Nédhe der iibrigen Schnittpunkte zur blauen Linie belegt
die gute Ubereinstimmung von Theorie und Experiment.

7.4 Messung von Ericson-Fluktuationen

Bei geeigneter Wahl der experimentellen Parameter (magnetische Induktions-
stirke, elektrische Feldstirke, vom Spektrum tberstrichenes Energieintervall)
weisen die gemessenen Photoabsorptionsspektren in gekreuzten Feldern ausge-
prigte Ericson-Fluktuationen auf. Die zum Nachweis herangezogenen Autokor-
relationsfunktionen der Fluktuationen dieser Spektren haben eine groffe quali-
tative Ahnlichkeit mit den entsprechenden experimentellen Ergebnissen aus der
Kernphysik [vBEHT 64] und den theoretischen Vorhersagen fiir Wasserstoff in
gekreuzten Feldern [MW92, MW94]. Insbesondere haben sie den Ericson-Fluk-
tuationen kennzeichnenden Lorentz-formigen Verlauf. Wihrend die durch die
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Breite dieser Lorentz-Kurve gegebene Energieskala fiir die Korrelation der Fluk-
tuationen in der Kernphysik einige 10 keV betrdgt, wird sie hier auf einer Skala
beobachtet, die zehn Griffenordnungen darunter liegt. Die nachfolgenden Ergeb-
nisse stellen die ersten Messungen von Ericson-Fluktuationen in der Atomphysik
dar.

7.4.1 Auswertung und Darstellung der Ergebnisse

Jedes Spektrum in gekreuzten Feldern iiberstreicht mindestens das Energiein-
tervall

Ie = [-57,08cm™"; —55,92 cm ™ '] (7.33)

Um Vergleiche anstellen zu kénnen, beziehen sich sdmtliche Untersuchungen auf
dieses Intervall.

Nach der Erklarung in 2.2 erfordert der Nachweis von Ericson-Fluktuationen
insbesondere die Untersuchung der Autokorrelationsfunktion C der Fluktuation
einer Anregungsfunktion o = o(E). Mit der Bezeichnung do = o — (o) fiir die
Fluktuation ist also die Funktion

C(e) = (60 (- +¢)do) (7.34)

in Abhédngigkeit von dem , Verschiebeparameter® e auszuwerten. Im folgenden
wird das dabei zugrunde liegende Integrationsintervall bestimmt und erklért,
wie die Funktion C aus den experimentellen Daten bestimmt wird. Dabei wird
der Begriff der Autokorrelation nur im Zusammenhang mit der Fluktuation
einer Anregungsfunktion gebraucht. Zur Vereinfachung der Sprechweise wird
dann einfach von der Autokorrelation statt von der ,,Autokorrelationsfunktion
der Fluktuation einer Anregungsfunktion® gesprochen.

Integrationsintervall

Als Intervall J, beziiglich dessen die Integrationen ausgefiihrt werden, wird
J = (-57,08cm™"; —57,08 cm ™" + 30 GHz] (7.35)

festgelegt (30 GHz entspricht etwa 1cm™!). Auf diese Weise wird sicherge-
stellt, daf§ fiir jedes Spektrum die Autokorrelation fiir Verschiebeparameter
e € [0 GHz;4, 4 GHz] berechnet werden kann. Mit J ist nédmlich auch das um
bis zu 4,4 GHz verschobene Intervall noch in dem Energieintervall I¢, fiir das
experimentelle Daten vorliegen.

Ausfithrung der Integration

Nach Berechnung der Energieskala besteht ein experimenteller Datensatz aus
M MeBpunkten {(Em, Noms Pr) bmeqa,...,my- Fiir jedes m € {1,..., M} wird da-
durch der (absoluten) Energie &, die detektierte Anzahl von angeregten Atomen
N, und die entsprechende Photonenflufistérke (Farbstoff-Laser-Strahlleistung)
P,, zugeordnet. In 4.6 wird einem solchen Datensatz ein Histogramm und da-
mit eine auf (€1, Ep] definierte Funktion s zugeordnet, die bis auf die statisti-
schen Fehler { Ny, — (Ni)}mequ,..., iy proportional zur Anregungsfunktion der
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Photoabsorption auf (€1, x| ist, wenn Fluktuationen auf der Skala der Ener-
gieschrittweite der MefSpunkte vernachléssigt werden. Dabei werden Intervalle
{Im}mequ,...,my eingefithrt und s als Stufenfunktion dargestellt:

M N,
5@ =) pxImi&)  (E€(Er.6m]) (7.36)
m=1"_"T

Dabei kennzeichnet y die charakteristische Funktion des im ersten Argument
stehenden Intervalls. Fiir ein Intervall J C I¢ kann dann der Integralmittelwert
durch elementare Summation bestimmt werden:

1 1 &N
s)=— [ s(&)dE = — —\L,NJ 7.37
=g ) p© =7 5 B im0 (7.57)

Die Lénge eines Intervalls K wird dabei mit |K| bezeichnet. Fiir die Fluktuation
ds ergibt sich damit:

M
N

= — =1 In; , .

55 (€) <s>mz::1 ( B0 ) X (In; &) (€€ (&1,€m]) (7.38)

Dies ist wieder eine Stufenfunktion. Und dasselbe trifft auf den Integrand der

Autokorrelation zu. Die Integration

Cle) = ﬁ /, 55 (€ +2) 65 () dE (7.39)

kann dann wieder elementar ausgefiihrt werden, und es ergibt sich:

2 M
c(g):% 3 <%-1> <%—1>|(1m—5)mnm| (7.40)

m,n=1

Bei den Groflen N/(P(s)) steht die Proportionalitétskonstante, die (N)/P mit
dem tatséichlichen Wirkungsquerschnitt verkniipft, in Z&hler und Nenner. Es
handelt sich also um einen MeBwert fiir o/(o). Durch Einfithrung der ,,normier-
ten* Autokorrelation C' geméifl

c= % (7.41)

(s)

ergibt sich dann ein von dieser Proportionalitdtskonstante unabhéingiges Ergeb-
nis. Soll das Schwankungsverhalten von Spektren verglichen werden, die z. B.
bei verschiedenen magnetischen Induktionsstiarken aufgezeichnet wurden, so ist
C ebenfalls die geeignete Grofle, da sie nur mit der relative Fluktuation do /(o)
gebildet wird und daher von u. U. unterschiedlichen mittleren Wirkungsquer-
schnitten nicht beeinflut wird. Schlielich ist

C(0) = <(<&;>)22> (7.42)

ein anschauliches Ma8 fiir die (relative) Ausprigung der Schwankung einer An-
regungsfunktion um ihren Mittelwert.
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Aufgrund der vorangegangenen Erlduterungen wird bei den Spektren im fol-
genden stets die Grofie o/(c) auf der Ordinate abgetragen. Das bedeutet, dafl
fiir das dargestellte Spektrum die GroBe (s) durch Integration der als Histo-
gramm aufgefalten Daten iiber das Intervall J ermittelt und zur Normierung
benutzt wurde. Das normierte Spektrum schwankt daher im wesentlichen um
den Wert Eins.

Einflul von Effizienzverringerungen des Elektronendetektors

In 5.5 wurde bemerkt, dafl im Experiment eine reversible Effizienzverringerung
des Elektronendetektors beobachtet wurde. Es wird nun gezeigt, dafl diese einen
vernachléssigbaren Einflufl hat.

to und t; bezeichnen die Zeitpunkte, an denen die Aufzeichnung des Spek-
trums beginnt bzw. endet. Es wird von einer linearen Abhéngigkeit der Effizienz
1 von der seit Beginn des Spektrums vergangenen Zeit ausgegangen. Die Effi-
zienz zum Zeitpunkt ¢y sei 19. Mit einer geeigneten Zeitkonstante 7 gilt dann
wihrend des Spektrums

t—to

n=mn(t)=mn — (t € [to, t1]) (7.43)

& und &; bezeichnen Anfangs- bzw. Endpunkt des wihrend des Spektrums
iiberstrichenen Energieintervalls. Die Farbstoff-Laser-Frequenz dndert sich wah-
rend der Aufzeichnung in guter Naherung linear mit der Zeit. Die entsprechende
Proportionalitatskonstante sei . Damit kann jedem Energiewert £ des Spek-
trums die (mittlere) Effizienz zugeordnet werden, mit der die zugehérige Ereig-
niszahl ermittelt wurde:

E-&

n=mn(&)=mn — (€ €&, &) (7.44)

Die Zeitabhingigkeit der Effizienz fithrt dazu, dafl in der Beschreibung der ex-
perimentellen Daten in 4.6 anstelle der Anregungsfunktion o die effektive An-
regungsfunktion geg mit

oet (€) =11 (€) o (€) (7.45)

benutzt werden muf. Entsprechend ist auch die experimentelle Anregungsfunk-
tion eine Messung von geg und nicht von o.

Der Einfluf§ der Effizienzverringerung auf die aus den experimentellen Daten
bestimmten statistischen Groflen wird nun abschétzen. Zunéchst gibt es nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein £ € J mit

1 N e
<aeﬁ>=m/]oeﬂ<s>d5=n<5>m/]o<s>de—n<e><> (7.46)

s def

Zur Abkiirzung wird im folgenden 1’ = 7 (£') und 6n = n — i gesetzt. Fiir die
mit den effektiven GroBlen gebildete Autokorrelation Ceg ergibt sich nach kurzer
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Rechnung

Cei(e) = |17| /J 0 (E) 60 (€ +¢)do (£) dE (7.47)

e 1
+’7_Tm Jn(g) do (E+¢€)do (E) dE (7.48)
+ (o) / 0 (E +2)on ()60 (€ + ) dE (7.49)

J
+ (o) / 0(E)6n (€ + ) 60 (€) dE (7.50)

J
—|—%/J§n (E+¢e)dn(€) dE (7.51)

Dabei ist der Beitrag in Zeile (7.47) die nicht effektive Autokorrelation bis auf
den Umstand, daf3 die Integration mit einer von Eins verschiedenen Gewich-
tungsfunktion durchgefithrt wird. Diese fillt vom Beginn des Spektrums qua-
dratisch bis zu seinem Ende ab. Die Detektoreffizienz sinkt um weniger als 20%
withrend der Aufzeichnung eines Spektrums. Daher ist die Skala y7 auf der die
Gewichtungsfunktion abfillt um eine halbe Gréflenordnung iiber der der Linge
des Spektrums. Dariiber hinaus ist die Skala der Fluktuationen in den Spektren
noch einmal um mehr als eine Gréflenordnung kleiner, und die Fluktuationen
sind ungefahr gleichméBig verteilt. Dies Eigenschaften der Spektren verringern
den Einflul der verdnderlichen Gewichtungsfunktion zusétzlich. Daher ist der
erste Summand in guter Niherung n’2C. Alle iibrigen Terme koénnen dagegen
vernachléssigt werden:

1. Das Integral in Zeile (7.48) ist aus denselben Griinden wie eben in gu-
ter Niherung 7/C. Die Zeile liefert also (bezogen auf n/2C) einen relativen
Fehler von etwa ¢/(ymn'). Dies ist die relative Effizienzénderung auf einem
Abschnitt des Spektrums von der Linge e. Da der Verschiebeparameter
von vornherein auf Werte beschrénkt bleibt, die etwa eine Gréfenordnung
unter der Linge des vom Spektrum iiberstrichenen Energieintervalls lie-
gen, ergibt sich £/(yrn’) < 2-1072. Fiir die bei der Untersuchung auf
Ericson-Fluktuationen wesentlichen kleinen Verschiebeparameter ist der
Fehler noch kleiner.

2. Die Beitrdge in den Zeilen (7.49) und (7.50) enthalten Integrale iiber das
Produkt der schwach verédnderlichen Effizienz und der Fluktuation des An-
regungsfunktion. Fiir Anregungsfunktionen, die wie im Experiment stark
fluktuieren, werden sie vernachléssighar.

3. Der Beitrag in Zeile (7.51) ist quadratisch in 67.

Damit ist die normierte effektive Autokorrelation in guter Niaherung gleich der
normierten nicht effektiven Autokorrelation. Die Abnahme der Detektoreffizienz
wird daher bei der Auswertung vernachléssigt.
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7.4.2 Spektren in gekreuzten Feldern

Nach den Uberlegungen in 3.3 sollten Ericson-Fluktuationen bei folgende Para-
metern auftreten:

B = 20T (7.52)
E = 22,3kV/m (7.53)
Ie = [-58,4cm™';—45,9cm ™| (7.54)

Abbildung 7.15 zeigt das Photoabsorptionsspektrum fiir

B = 2,0045(8)T (7.55)
E = 22,41(6)kV/m (7.56)

25 6 GHz 6 GHz

2,0

1,54

¢
0,5 ‘
0,0
-5|7,0 I -56,8 I -56,6 I -5€|3,4 -5€|3,2 -5(|5,0

Energie [cm]

Abbildung 7.15: Photoabsorptionsspektrum fir B = 2,0045(8) T, E =
22,41(6) kV/m: Das Spektrum weist eine starke Schwankung um seinen Mit-
telwert auf. Neben verhéltnisméfig scharfen Spitzen gibt es Strukturen mit ei-
ner Breite von bis zu einigen GHz (z. B. im Bereich —57,0...— 56,9 cm ™!, bei
—56,5cm ™! oder bei —56,0cm~1). Die gekennzeichneten Teile des Spektrums
sind in der Abbildung 7.16 vergrofert dargestellt.

FEinen besseren Eindruck von den ausgepriagten Schwankungen um den Mit-
telwert vermittelt die Abbildung 7.16. Sie enthilt die gekennzeichneten 6 GHz-
langen Abschnitte aus Abbildung 7.15 (rote Linie) sowie die entsprechenden
Abschnitte einer Vergleichsmessung bei B = 2,0047(8) T, E = 22,41(6) kV/m
(schwarze Linie). Damit wird u. a. die gute Reproduzierbarkeit der Spektren un-
ter Beweis gestellt. Selbst Spitzen mit einer Breite von nur 50 MHz bzw. 40 MHz
(FWHM) konnen reproduzierbar aufgeldst werden. Die Spitze mit der Breite von
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Abbildung 7.16: Vergroflerte Photoabsorptionsspektren fir B = 2,0045(8) T,
E = 22,41(6) kV/m (rote Linie) bzw. B = 2,0047(8) T, F = 22,41(6) kV/m

(schwarze Linie)
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50 MHz hat im iibrigen die Gestalt einer Fano-Resonanz. Damit wird auch un-
ter den tatséchlichen experimentellen Bedingungen eine hohe Strukturauflésung
erzielt. Im Gegensatz zu den entsprechenden Messungen bei Abwesenheit sta-
tischer duflerer Felder in 7.1, liegen bei gekreuzten Feldern bisher keinerlei Er-
kenntnisse iiber die natiirliche Breite der Strukturen vor.

Die Spektren weisen geringfiigige Abweichungen auf. Ein Beispiel fiir die
stiarksten beobachteten Abweichungen liefert die Umgebung des schwarzen Pfeils
in Abbildung 7.16. Wihrend das rote Spektrum stets leicht zu niedrigeren Ener-
gien verschoben ist und der Energieabstand der 40 MHz-Spitzen etwa 30 MHz
betragt, erreicht er bei dem schwarzen Pfeil etwa 90 MHz. Ein Grund dafiir
konnte in der unterschiedlichen magnetischen Induktionsstéirke der Spektren
liegen. Nach den Erkldrungen in 5.3.1 bedingt die Verwendung des supraleiten-
den Schalters eine relative Abnahme dieser GroBe um etwa 10™* withrend der
Aufzeichnung eines Spektrums . Da die Induktionsstérke nur mit einem relativen
Fehler von etwa 5-10~% gemessen werden kann, sind keine Vergleichsmessungen
moglich, bei denen der relative Fehler sicher weniger als 10~ betriigt. Deswe-
gen kann nur schwer abgeschiitzt werden, ob die beobachteten Abweichungen
tatsdchlich durch die unterschiedliche Induktionsstérke verursacht werden.

7.4.3 Nachweis von Ericson-Fluktuationen

Nach Kapitel 2 weist eine gemessenen Anregungsfunktion Ericson-Fluktuatio-
nen auf, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. Der Verlauf der Anregungsfunktion steht nicht im Widerspruch zur Be-
schreibung durch Resonanzen, die sich stark durchdringen.

2. Die Autokorrelation hat einen Lorentz-formigen Verlauf, d. h. es gilt mit
geeigneten Konstanten A, I" in guter Ndherung:

A

Ce)=—— .
(€) BT (7.57)

Die erste Eigenschaft wird unmittelbar durch Abbildung 7.15 sowie die Ver-
grofferungen in 7.16 bestéitigt. Bis auf einige Ausnahmen haben die Strukturen
nicht die Gestalt isolierter Resonanzen. Es ist also gut vorstellbar, dafl sie das
Ergebnis der Durchdringung einer groien Zahl von Resonanzen sind.

Zur Untersuchung der zweiten Eigenschaft wird die Autokorrelation der An-
regungsfunktion aus Abbildung 7.15 geméfl 7.4.1 berechnete. Die dabei einge-
setzten Verschiebeparameter beginnen bei 0 MHz, folgen dann im Abstand von
10 MHz aufeinander und reichen bis 2,5 GHz. Eine Lorentz-Kurve der Form
(7.57) wurde an alle so bestimmten Stiitzstellen angeglichen. Die aus dem Spek-
trum berechneten Punkte und die Ausgleichskurve sind in Abbildung 7.17 dar-
gestellt.

Der Verlauf der Autokorrelation kann in drei Abschnitte unterteilt wer-
den. Diese sind in Abbildung 7.17 eingezeichnet. Wéhrend in (2) eine gute
Ubereinstimmung herrscht, sind in Bereich (1) und (3) Abweichungen festzu-
stellen. Besondere Aufmerksamkeit verdient auch der Punkt fiir verschwinden-
den Verschiebeparameter (roter Pfeil). Der hier berechnete Wert ist deutlich
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Abbildung 7.17: Die Autokorrelation der Fluktuation der Anregungsfunktion
fir B = 2,0045(8) T, E = 22,41(6) kV/m (rote Kreuze) und die angegli-
chene Lorentz-Kurve (schwarze Linie). Das Verhalten in den drei Abschnitten
((1),(2),(3)) wird im Text niher beschrieben.

groBer als bei den folgenden Punkten. Der Ubergang des Lorentz-formigen Ver-
laufs in ein schwingungséihnliches Verhalten in Bereich (3) kann als typisch gel-
ten. Er wird sowohl bei der Messung kernphysikalischer Ericson-Fluktuationen
[VBEHT64] als auch bei der numerischen Untersuchung von Wasserstoff in ge-
kreuzten Feldern [MW92, MW94] beobachtet. Unabhiingig davon ist mit dieser
Abbildung der Nachweis von Ericson-Fluktuationen erbracht. Im folgenden wird
das Verhalten der Autokorrelation in den drei Bereichen néher erldutert.

Bereich (1):

Die Autokorrelation ist fiir Verschiebeparameter bis etwa 10 MHz etwas stérker.
Dies ist eine Folge der endlichen Energieschrittweite bei der Aufzeichnung des
Spektrums. Diese betrigt etwa 10 MHz. Um die Autokorrelation berechnen zu
konnen, wurde dem experimentellen Datensatz gemifl 7.4.1 eine Stufenfunk-
tion zugeordnet. Auf der Skala der Energieschrittweite ist diese konstant und
daher vollkommen autokorreliert. Das Verhalten der Autokorrelation fiir klei-
ne Verschiebeparameter wird in 7.6 in einem anderen Zusammenhang nidher
untersucht.

Die Unstetigkeit der Autokorrelationsfunktion an der Stelle 0 MHz ist eine
Folge der endlichen Statistik bei der Bestimmung der experimentellen Anre-
gungsfunktion. Die einzelnen Mefipunkte enthalten die Zahl N von detektierten
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angeregten Atomen. Entsprechend haben sie den statistischen Fehler N — (N).
Dies fiihrt zu einer verstirkten Autokorrelation an der Stelle 0 MHz: Nach (7.40)
ist die Autokorrelation die Summe einer endlichen Anzahl K € N von Produk-
ten Ay By, bei denen jeder Faktor als Summe eines Erwartungswertes (-) und
eines statistischen Fehlers ¢ verstanden werden kann:

A = (Ag) + 0Ag (7.58)
By, = (By) + 0By (7.59)

Wird nun der Erwartungswert fiir eine solche Summe gebildet, so ergibt sich im
Fall, dafl in jedem Summanden die statistischen Fehler der Faktoren voneinander
unabhéngig sind:

K K
<Z Ak3k> = (Ar) (B (7.60)

k=1 k=1

Das ist die Korrelation der Erwartungswerte. Dagegen liefert die Summe

K K K
<Z AkAk> = Z (Ar) (Ar) + Z (6A2) (7.61)
k=1 k=1 k=1

eine zusitzlichen (positiven) Beitrag. Wird jede der Gréflen {Ag}reqi,.. k3 als
Ereigniszahl aus Z Einzelmessungen bestimmt, so wichst (Binomialverteilung)

K
<Z§A2> L Z (1 — (Ap)) (7.62)
k=1

k:l

linear mit Z, wihrend

K
D (Ar) (Ar) (7.63)

k=1

quadratisch in Z wéchst. Damit ist der relative Beitrag der statistischen Fehler
umgekehrt proportional zu Z. Strebt die Summe (7.60) im Grenzfall kleiner Ver-
schiebeparameter gegen den Wert, der sich ergibt, wenn B durch A ersetzt wird,
so bleibt dieser Wert fiir endliches Z unter dem, der sich bei Auswertung an der
Stelle Null ergibt. Tatséchlich sind die Verhéltnisse bei der Autokorrelation der
Fluktuation schwieriger, da (s) in (7.40) ebenfalls mit Meiwerten gebildet wird.
Daher bleibt auch fiir endliche Verschiebeparameter eine (geringe) Korrelation
der statistischen Fehler bestehen.

Bereich (2):

Hier besteht eine gute Ubereinstimmung. Wichtig ist die Feststellung, daB die
Skala auf der die Autokorrelation Lorentz-formig ist, etwa eine Groflenordnung
iiber der Breite der schmalsten in dem entsprechenden Spektrum reproduzierbar
aufgelosten Spitzen liegt. Damit ist klar, dal die hier festgestellte Korrelation
nicht die Folge einer schlechten Strukturauflosung ist.
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Bereich (3):

Der Ubergang des Lorentz-formigen Verlaufs in ein schwingungsihnliches Ver-
halten in Bereich (3) wird sowohl bei der Messung kernphysikalischer Ericson-
Fluktuationen [vBEHT64] als auch bei der numerischen Untersuchung von Was-
serstoff in gekreuzten Feldern [MW92, MW94] beobachtet. Ob dieses Verhalten
eine tiefere physikalische Bedeutung hat oder lediglich durch die endliche Aus-
dehnung des bei den Integrationen zugrunde gelegten Intervalls verursacht wird,
ist bisher nicht gekldrt (vgl. die genannten Versffentlichungen).

Einordnung des Ergebnisses

Der Verlauf der Autokorrelation in Abbildung 7.17 gleicht den aus der Lite-
ratur bekannten Ergebnissen zu Ericson-Fluktuationen. Dies trifft sowohl auf
das experimentellen Ergebnis aus der Kernphysik [vBEH'64] als auch auf die
numerisch berechnete Autokorrelation fiir Wasserstoff in gekreuzten Feldern
[MW92, MW94] zu. Geringfiigige Unterschiede bestehen bei kleinen Verschie-
beparametern (Bereich (1)). Die Abweichungen vom Lorentz-férmigen Verlauf
sind bei den kernphysikalischen Ericson-Fluktuationen stédrker als bei den hier
vorgestellten Messungen.

Wichtig ist die Feststellung, dafl Abbildung 7.17 die Ausgleichskurve zeigt,
die sich unter Beriicksichtigung aller dort eingetragenen Meipunkte ergibt. Da-
her beeinfluit das schwingungséhnliche Verhalten im Bereich (3) auch die Wer-
te der Ausgleichskurve bei kleinen Verschiebeparametern. In der Vereinigung
der Bereiche (1) und (2) kann eine Lorentz-Kurve mit Korrelationskoeffizien-
ten von weit iiber 99% an die experimentellen Daten angeglichen werden. Der
Einfluf$ des schwingungsidhnlichen Verhaltens bei groflen Verschiebeparametern
kann unterdriickt werden, wenn die Lorentz-formige Ausgleichskurve nur auf-
grund der experimentellen Werte fiir kleine Verschiebeparameter bestimmt wird.
Dies entspricht dem Vorgehen in [MW92, MW94]. Abbildung 7.18 zeigt das Er-
gebnis. Dabei wird der Verschiebeparameter 0 MHz ausgeschlossen (korrelierte
statistische Fehler). Weiter tragen Verschiebeparameter nur solange bei, bis die
Autokorrelation auf 3/4 des Wertes abfiillt, den sie an der Stelle 10 MHz hat.

Die Lorentz-Kurve stimmt weit iiber den Bereich, in dem sie angeglichen
wurde, gut mit den experimentellen Daten iiberein. Thre Breite betrigt 499(5)
MHz. Mit gréfler werdenden Verschiebeparametern beginnen die experimentel-
len Daten stirker um die Ausgleichskurve zu schwingen. Die Abweichungen
im Bereich (1) in Abbildung 7.17 kénnen also als Einfluf} dieser Schwingungen
gewertet werden. Das Verhalten der Autokorrelation bei kleinen Verschiebepa-
rametern wird beim Vergleich von Messungen fiir unterschiedliche magnetische
Induktionsstérken in 7.5 eine wichtige Rolle spielen.

Eindrucksvoll ist der Vergleich der Energieskalen, auf denen atomphysikali-
sche und kernphysikalische Ericson-Fluktuationen auftreten. Die eine Ericson-
Fluktuation kennzeichnende Energieskala ist durch die Breite (FWHM) der
Lorentz-formigen Ausgleichskurve gegeben. Sie betrigt 26 keV in [vBEHT64]
und 0,5 GHz in Abbildung 7.17. Zwischen diesen Werten liegen zehn Grifien-
ordnungen. Die vorgestellten Messungen bekriftigen damit die Universalitdt der
Begriffsbildung der Ericson-Fluktuation (vgl. 2.3).
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Abbildung 7.18: Dieselben experimentellen Daten wie in Abbildung 7.17 werden
hier mit einer Lorentz-Kurve verglichen, die nur fiir kleine Verschiebeparameter
angeglichen wurde. Das Ergebnis unterliegt daher nur in geringem Mafle dem
Einflufl des schwingungsidhnlichen Verhaltens bei grofien Verschiebeparametern.

7.5 Messungen bei unterschiedlichen magneti-
schen Induktionsstirken

In [MW92, MW94] wird fiir Wasserstoff eine mit der Stidrke der magnetischen
Induktion zunehmende Ausprigung von Ericson-Fluktuationen vorhergesagt.
Deshalb wurden die bisher vorgestellten Messungen um entsprechende Unter-
suchungen bei etwa 1 T und 1,5 T ergénzt. Die zugehorigen Autokorrelationen
finden sich in Abbildung 7.19.

Die Auspriagung der Fluktuationen ist unterschiedlich und entspricht den
theoretischen Vorhersagen fiir Wasserstoff. Wahrend die Fluktuationen bei 1 T
nur schwach sind, treten sie mit wachsender Stirke der magnetischen Induktion
immer mehr hervor. Bei genauerer Untersuchung zeigt sich, dafl das Verhalten
der Autokorrelationen fiir kleine Verschiebeparameter qualitative Unterschiede
aufweist. Wahrend die Autokorrelationen fiir 1,5 T und 2 T in diesem Bereich
sehr gut durch Lorentz-Kurven beschrieben werden, treten bei 1T deutliche
Abweichungen von der Ausgleichskurve auf. Eine Lorentz-Kurve kennzeichnet
die ausgeprigte Kriimmung, mit der sie von ihrem Maximum in die Flanke
iibergeht. Bei 1 T ist diese Kriimmung nur schwach. Tatséchlich wird das Ver-
halten der Autokorrelation fiir kleine Verschiebeparameter bei 1 T durch eine
exponentielle Ausgleichskurve dhnlich gut beschrieben wie durch eine Lorentz-
formige. Die tatséichlichen Werte liegen zwischen den beiden Ausgleichskurven.
Abbildung 7.20 zeigt die Autokorrelation bei kleinen Verschiebeparametern samt
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Abbildung 7.19: Ericson-Fluktuationen fiir unterschiedliche magnetische In-
duktionsstérken: Die elektrische Feldstirke betridgt bei allen drei Spektren
22,41(6) kV/m. Die entsprechenden magnetischen Induktionsstérken sind der
Legende zu entnehmen. In allen Fillen wird zur Berechnung der Autokorrelati-
on dasselbe Energieintervall verwandt (siehe 7.4.1).

den in diesem Bereich angeglichenen exponentiellen und Lorentz-formigen Aus-
gleichskurven fiir die Messung bei 1 T.

Aufschlufireich ist der Vergleich mit den Messungen bei 1,5 T und 2 T. Dabei
werden die exponentiellen und Lorentz-férmigen Ausgleichskurve nach densel-
ben Regeln wie bei 1T berechnet: Der Verschiebeparameter 0 MHz wird aus-
geschlossen (korrelierte statistische Fehler). Weiter tragen Verschiebeparameter
nur solange bei, bis die Autokorrelation auf 3/4 des Wertes abfillt, den sie an der
Stelle 10 MHz hat. Auf dieselbe Weise wurde die Ausgleichskurve in Abbildung
7.18 ermittelt. Die Abbildungen 7.21 und 7.22 liefern die Ergebnisse.

In beiden Fillen ist das Verhalten klar Lorentz-féormig. Bei 1T sind die
Fluktuationen also nicht nur schwicher, die Autokorrelation weicht auch qua-
litativ vom Lorentz-formigen Verhalten ab. Wahrend bei 1,5 T und 2T gut
ausgeprégte Ericson-Fluktuationen vorliegen, sind die Abweichungen von den
die Ericson-Fluktuationen kennzeichnenden Eigenschaften bei 1T schon be-
trachtlich.

Mit Hilfe der Vorhersage von Bliimel und Smilansky (siehe 2.3, [BS88]) kann
eine heuristische Erkldrung fiir die Abhéngigkeit der Ausprigung der Ericson-
Fluktuationen von der magnetischen Induktionsstirke B gegeben werden: Der
Summand des Hamilton-Operators, der den diamagnetischen Zeeman-Effekt
vermittelt, stellt ein bindendes Potential dar. Die Steilheit dieses Potential
wichst quadratisch mit B, und fiir das klassisch beschriebene Elektron wird
es schwieriger, der Kernanziehung zu entflichen. Bei hinreichender Stérke der
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magnetischen Induktion wird die Ionisationsdynamik daher chaotisch. Nach der
Vorhersage von Bliimel und Smilansky sollte die zugehorige quantenmechanische
Anregungsfunktion dann Ericson-Fluktuationen aufweisen.

0,075
+ + aus Spektrum
Lorentz
—— exponentiell
w 0,070
(o]
c
9
kS
[0
£
S 0,065
2
£
Q
g 0,060 +
Q
=
0,085 T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140
Verschiebeparameter € [MHZ]

Abbildung 7.20: Die Autokorrelation bei 0,9974(6) T und 22,41(6) kV/m fiir
kleine Verschiebeparameter: Das Verhalten liegt zwischen einem exponentiellen
und einem Lorentz-formigen Abfall.
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Abbildung 7.21: Die Autokorrelation bei 1,4900(8) T und 22,41(6) kV/m fiir
kleine Verschiebeparameter
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Abbildung 7.22: Die Autokorrelation bei 2,0045(8) T und 22,41(6) kV/m fiir
kleine Verschiebeparameter.
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7.6 Weitere Untersuchungen der
Autokorrelation

Es kann ein tberraschender Einfluf$ der Strahlleistung des Farbstoff-Lasers auf
die Spektren herausgearbeitet werden.

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet die bereits vorgestellte Mes-
sung bei 1 T. Die entsprechende Autokorrelation hat bei kleinen Verschiebepa-
rametern ein Verhalten, das zwischen einem Lorentz-formigen und einem ex-
ponentiellen Abfall liegt. Die folgenden Messungen belegen, dafl sich das Ver-
halten bei einer Erhchung der Farbstoff-Laser-Strahlleistung zum exponentiel-
len verschiebt. In diesem Sinne ,,zerstért“ eine hohe Strahlleistung die Ericson-
Fluktuationen.

Nach den Uberlegungen zur Messung der Anregungsfunktion in 4.6 (beson-
ders (4.112)) nimmt der Erwartungswert der Zihlrate linear mit der Strahllei-
stung des Farbstoff-Lasers zu. Nach 7.4.3 ist die Autokorrelation (aufier bei ver-
schwindendem Verschiebeparameter) im wesentlichen unabhéingig von der mitt-
leren Zahl der detektierten angeregten Atome (,Ereignisse“). Daher kann eine
wesentliche Anderung der Autokorrelation mit der Strahlleistung nicht lediglich
ein statistischer Effekt sein. Die eigentlich unerwiinschte reversiblen Effizienz-
verringerung des Elektronendetektors (siehe 5.5) gestattet allerdings auch einen
experimentellen Befund, der von dieser Uberlegung unabhiingig ist. Sie fiithrt
ndmlich dazu, dafl aufeinanderfolgende Aufzeichnungen des gleichen Spektrums
mit unverinderten Strahlleistungen zwangsldufig unterschiedliche mittlere Er-
eigniszahlen haben. Die Abhiingigkeit der Autokorrelation von der Strahllei-
stung kann so besonders klar herausgearbeitet werden, indem Autokorrelationen
fiir unterschiedliche Strahlleistung, aber gleiche mittlere Ereigniszahl verglichen
werden. Insbesondere ist damit eine Abhéngigkeit des Ergebnisses von nichtli-
nearen Detektoreffekten (,S#ttigung”) ausgeschlossen.

Abbildung 7.23 zeigt denselben Ausschnitt aus drei aufeinanderfolgenden
Aufzeichnungen bei geschlossenem supraleitenden Schalter und ohne wesentli-
che Verdnderung der Strahlleistungen der Laser. Die mittlere Ereigniszahl nahm
dabei um insgesamt 30% ab. Die Autokorrelationen der Spektren finden sich in
Abbildung 7.24. Sowohl die Spektren als auch die Autokorrelationen stimmen
gut iiberein. Abbildung 7.25 zeigt nun das entsprechende Ergebnis bei hoherer
Strahlleistung. Gezeigt werden sechs aufeinanderfolgende Aufzeichnungen ohne
wesentliche Verdnderung der (erhohten) Strahlleistung. Die mittlere Ereignis-
zahl nahm dabei um insgesamt 35% ab. Die Autokorrelationen der Spektren
finden sich in Abbildung 7.26. Auch hier stimmen Spektren und Autokorrela-
tionen tiberein.

Die geringfiigigen Abweichungen bei den Autokorrelationen kénnten durch
die langsame Abnahme der magnetischen Induktionsstirke bei geschlossenem
supraleitenden Schalter verursacht werden. Denn mit der magnetischen Induk-
tionsstérke dndert sich auch die Effizienz der optischen Pumpstufe: Die Dioden-
Laser-Frequenz vpioqe hat zu Beginn der Aufzeichnung gegeniiber der Mittel-
frequenz v(B) des optisch gepumpten Ubergangs eine gewisse Verstimmung.
Eine Anderung der magnetischen Induktionsstirke fithrt dann gemiB (6.6) zu
einer Verkleinerung oder Vergréflerung dieser Verstimmung, je nachdem ob
die vpioge groBer oder kleiner als v(B) ist. Streutheoretisch gesprochen fiihrt
dies wiahrend der Messung zu einer Schwankung der Flusses von préparierten
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Zustinden. Dieser geht {iber (4.112) linear in den Erwartungswert fiir die Er-
eigniszahl ein. Damit kommt es bei der Integration, die die Autokorrelation lie-
fert, zu einer ungleichméfigen Gewichtung des Spektrums. Die Verteilung der
Fluktuationen im Spektrum kann ungleichméfig sein. Dann fiihrt bei mehrfa-
cher Aufzeichnung des gleichen Spektrums die Streuung der Verstimmung der
Dioden-Laser-Frequenz zu Beginn der Aufzeichnungen zu Abweichungen der
Autokorrelationen. Bei Abbildung 7.24 und 7.26 sind diese Abweichungen aller-
dings gering. Dariiber hinaus kénnen auch die unterschiedlichen magnetischen
Induktionsstéirken selbst zu einer tatsiichlichen Anderung der Anregungsfunkti-
on fithren.

Zum Vergleich der beiden Mefireihen werden Vertreter mit der gleichen
Zahlrate gewahlt. Diese betrigt beim schwarzen Spektrum mit niedriger Strahl-
leistung und beim griinen Spektrum mit héherer Strahlleistung 84. Der unter-
schiedliche Verlauf der Anregungsfunktionen ist Abbildung 7.27 zu entnehmen.
Eine besonders deutliche Abweichung weisen die Autokorrelationen auf. Sie fin-
den sich in Abbildung 7.28.

Nun werden die Autokorrelationen bei kleinen Verschiebeparametern unter-
sucht. Dabei wird wieder so vorgegangen wie bei den entsprechenden Auswer-
tungen in 7.5: Es wird sowohl eine Lorentz-Kurve als auch ein exponentieller
Abfall an die aus den Spektren bestimmten Autokorrelationen angeglichen. Der
Verschiebeparameter 0 MHz wird dabei ausgeschlossen (korrelierte statistische
Fehler). Weiter tragen Verschiebeparameter nur solange bei, bis die Autokorrela-
tion auf 3/4 des Wertes abfllt, den sie an der Stelle 10 MHz hat. Die Ergebnisse
finden sich in Abbildung 7.29 (niedrige Strahlleistung) und 7.30 (hshere Strahl-
leistung). Mit der Erhohung der Strahlleistung verschiebt sich das Verhalten
zugunsten eines exponentiellen Verlaufs.

Um dieses Ergebnis einzuordnen, mufl zunéchst gekldrt werden, ob es in
Anbetracht der geringfiigigen Abweichungen der Autokorrelationen bei niedri-
ger (Abbildung 7.24) und hoherer Strahlleistung (Abbildung 7.26) signifikant
ist. Deswegen wurden die arithmetischen Mittel der Autokorrelationen dieser
beiden Mefireihen berechnet und die Ausgleichskurven an die Mittelwerte be-
stimmt. Auch dabei kann die Verschiebung zugunsten des exponentiellen Ver-
haltens bestétigt werden. Wahrend der Korrelationskoeffizient fiir die Lorentz-
formige Ausgleichskurve mit wachsender Strahlleistung von 99,29% auf 99,14%
fallt, steigt der fiir die Exponentialkurve von 99,48% auf 99,61%.

Fiir die Verdnderung von Stérke und Form der Autokorrelation kénnen zwei
mogliche Griinde angegeben werden. Zum ersten kann die hohere Strahlleistung
zu Séttigungsverbreiterungen bzw. -aufspaltungen (Autler-Townes-Effekt) bei
den angeregten Zustidnden fithren. Zum zweiten erzeugen die schnell ionisie-
renden Elektronen wihrend sie sich vom Anregungsort in der Photoabsorpti-
onszone entfernen einen schwachen , Ionisationsstrom*, der einen zusétzlichen
elektromagnetischen Einflu auf die nachfolgenden Atome ausiiben kann. Je-
denfalls sind hohen Dichte und schwache Bindung der angeregten Zustinde mit
einer hohen Empfindlichkeit gegen Stérungen verbunden. Besonders der star-
ke Anstieg der Autokorrelation mit der Strahlleistung ist ein klares Zeichen
dafiir, dafl ansonsten vernachléssigbare Einfliisse hier eine wichtige Rolle spie-
len kénnen. Aus diesem Grund wurden sidmtliche Messungen bei einer geringen
Elektronenfreisetzungsrate in der Photoabsorptionszone durchgefiihrt. Bei den
Messungen zum Vergleich der Autokorrelation bei verschiedenen magnetischen
Induktionsstérken war diese Rate dariiber hinaus etwa gleich.
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Abbildung 7.23: Spektren bei verschiedenen Zihlraten: Die Spektren wurden
bei gleichbleibender Leistung der Laser nacheinander aufgenommen (schwarz,
rot griin). Die (reversible) Verringerung der Detektoreffizienz fiithrt zu einer
Abnahme der mittleren Ereigniszahl (N) bei den Spektren ((N) = 84 (schwarz),
69 (rot), 57 (griin)). Offensichtlich dndert sich dadurch lediglich die Normierung.

normierte Autokorrelation C(g)

0024

0,16
014
012
010
008
0,06 1™
004
0.02-

0,00

+

+

+

0,9977(7) T
0,9974(6) T
0,9972(6) T

—
0 500 1000

1500
Verschiebeparameter ¢ [MHz]

—
2000 2500

Abbildung 7.24: Autokorrelationen bei verschiedenen Zahlraten. Die Farben ent-
sprechen denen in Abbildung 7.23.
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Abbildung 7.25: Spektren bei gleichbleibender hoherer Strahlleistung aber
verdnderlicher mittlerer Zdhlrate: Die Spektren wurden nacheinander aufge-
zeichnet (schwarz, rot, griin, blau, hellblau, magenta). Die mittlere Ereigniszahl
(N) bei den Spektren betriagt (N) = 95 (schwarz), 91 (rot), 84 (griin), 73 (blau),
70 (hellblau), 62 (magenta).
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Abbildung 7.26: Autokorrelationen bei gleichbleibender hoherer Strahlleistung
aber verdnderlicher mittlerer Zéhlrate: Die Farbkennzeichnung entspricht der in
Abbildung 7.25.



158 KAPITEL 7. MESSUNGEN AM ATOMSTRAHL

1 —— P niedrig
1,8 ———Phoch

ST
1'0_: HIH I m >M m. M“
\‘ T

ol<c>

0,8 \ i W

;' ” 'M"

Energie [cm™]

Abbildung 7.27: Vergleich der Spektren bei unterschiedlichen Strahlleistungen:
Abgebildet ist je ein Spektrum bei niedriger Strahlleistung (,P niedrig“) und
eines bei hoherer Strahlleistungen (,,P hoch“). Die Vertreter wurden so gewéihlt,
daB sie die gleiche mittlere Ereigniszahl haben. Beide Spektren verlaufen d&hnlich,
zeigen aber insbesondere in der Auspridgung ihrer Strukturen z. T. deutliche
Abweichungen. Bei den mit den schwarzen Pfeilen gekennzeichneten Stellen ist
das Vorzeichen der Abweichung unterschiedlich. Damit sind die Abweichungen
energieabhéngig.
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Abbildung 7.28: Vergleich der Autokorrelationen bei unterschiedlicher Strahllei-
stung: Die Farbkennzeichnung entspricht der in Abbildung 7.27. Die Fluktua-
tionen bei hoherer Strahlleistung sind stérker korreliert.
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Abbildung 7.29: Die Autokorrelation fiir niedrige Strahlleistung: Bei kleinen
Verschiebeparametern liegt das Verhalten zwischen einem Lorentz-férmigen und
einem exponentiellen Verlauf.
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Abbildung 7.30: Die Autokorrelation fiir héhere Strahlleistung: Bei kleinen Ver-
schiebeparametern hat die Autokorrelation nun eher einen exponentiellen Ver-
lauf.



Anhang A

Nichtevakuierte
Interferometer

Bei der Driftunterdriickung der optischen Pumpstufe und der absoluten Wel-
lenléingenmessung mit dem Michelson-Interferometer mufl der Brechungsindex
von Luft n als von Frequenz v, Druck p und Temperatur 7" abhéngige Grofie
betrachtet werden.

A.1 Edlen-Formel

Der Brechungsindex von Luft 148t sich nach einer empirischen Formel [Lid90]
berechnen. Mit den Gré8en

Koo= Mz (A1)
m/s
’ p
= —_— A.2
p Pa (A.2)
T
T = — A.
» (A3)
gilt
[n(v;p,T)—1]=a(p',T') -b(x') -1078 (A4)
mit

p [1+p(61,3—T")10710]
LTy = A5
(P, T') 96095, 4 (1 + 0,003661 177 (A-5)
2406030 15997
42,1
8342, 3+ 2 T 3s0— w2

S3
—
=N
N
I

A.2 Mit Luft gefiilltes FPI

Das in 6.1.2 ausfiihrlich beschriebene Verfahren zur Unterdriickung der Dioden-
Laser-Frequenzdrift koppelt die Dioden-Laser-Frequenz iiber ein mit Luft gefiill-
tes FPI und zwei elektronische Regelkreise an einen Referenz-Laser mit geringer
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Frequenzdrift. Die Dioden-Laser-Frequenz wird durch zwei transzendente Glei-
chungen implizit als Funktion von Referenz-Laser-Frequenz vy, sowie Druck p
und Temperatur T der Luft im FPI bestimmt:

V= V(VO;p7T) (A7)

Die Abhéngigkeit von p und T ist eine Folge der Edlen-Formel (siehe A.1) fiir
den Brechungsindex. Die dortigen Bezeichnungen werden auch im folgenden
verwandt.

Die Frage nach der Stabilitdt der Dioden-Laser-Frequenz wird hier in allge-
meiner Form geklirt. Nach den Uberlegungen aus 6.1.2 sind bei geschlossenen
Regelkreisen Linge des FPI [ = (1) und Dioden-Laser-Frequenz v durch die
Bestimmungsgleichungen (6.15) und (6.18) gegeben:

27w (w)
qom = 71/01 — 2arctan 5] (A.8)
c
n(v)v—n(v) v 3 (o) (¢ —q0) (A.9)

Druck und Temperatur spielen die Rolle von Parametern fiir dieses transzen-
dente Gleichungssystem. Daher treten nur die Argumentensétze (vo;p,T") und
(v;p,T) auf. Zur Unterscheidung geniigt es also die Frequenz anzugeben, p und
T werden dagegen im folgenden weggelassen. Alle Ergebnisse ergeben sich aus
dem Satz iiber implizite Funktionen nach kurzen Rechnungen. Zunéchst:

o win) 1w (A.10)
vy n (VO) h 271'1/0\/[(1’0)[%7[(1’0)] .
v _ TRt —ln@)v o) wlmads )
g Py +n (v) |
Mit der Naherung
c
< n(v A12
2mvo+/1 (Vo) [2r — 1 ()] o) ( |
ergibt sich:
o _ ZHnan) 1) (A.13)
vy - n (vo) Yo |
w o ) v Zwn () (A.14)
Ovg n(vo) vo an(u) v+n(v) |

Fiir die Untersuchung der Abhéngigkeit von Druck und Temperatur sei £ eine
dieser Groflen (£ = p oder £ = T'). Dann gilt:

ol n(vy) —1 1 0a

- — — z . l (]/0) _— (A.15)
9¢ n (o) = 2700/1(0) 2r—1(v0)] a dg

v 1 1da

> - W{[(n(v)—l)v—[ ()~ 1] 354 (4.16)

+ [n(v)v —n(v) o] ﬁg—é} (A.17)
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Wird wieder gemif (A.12) genihert, ergibt sich:

o | Moy,

a_f B _ag—gj”)u—l—n(u)aaf

(A.18)



Anhang B

Synchrone Demodulation

B.1 Elektronische Demodulation

Elektronische Demodulation ist die Tiefpafifilterung des Produkts aus einem
zeitabhingigen elektronischen Mefisignal Us und einer durch eine Referenzquelle
gelieferten Sinus-Schwingung U,..!

Die von der Referenzquelle (z. B. einem Funktionengenerator) gelieferte
Schwingung U, ist also

U, (t) = A, sin (wyt + ©) (B.1)

mit Amplitude A, und Kreisfrequenz w,.. Der Tiefpafl bestehe aus einem Wider-
stand mit Wert R und einem Kondensator mit Kapazitat C. Die entsprechende
Zeitkonstante ist 7 = RC. Féllt zum Zeitpunkt ¢y eine Spannung U, (tp) =
Q (to) /C iiber dem Kondensator ab, so liefert die elektronische Demodulation
die Ausgangsspannung

Ua(t) = ng) exp (to — t)

T

t
+A / 1 exp <S—_t> Us (s)sin (wrs + @) ds (B.2)
T T

to

Dabei ist A!. = A,/V der zahlenmiilige Wert von A, in Volt. Die Ausgangs-
spannung U, wird als Demodulationssignal bezeichnet.

B.2 Synchrone Demodulation

Bei der synchronen Demodulation wird eine Stellgrofie um einen Arbeitspunkt
moduliert und eine von dieser Stellgrofie abhingige MefSgrifle liefert das MefSsi-
gnal Us. Zur Demodulation wird eine Referenzquelle verwandt, deren Frequenz
gleich der Modulationsfrequenz ist (,,Synchronisation®). Die Differenz der Pha-
sen von Modulation um den Arbeitspunkt und Referenzschwingung ist dann zeit-
lich konstant. Bei sog. Lock-In-Verstdrkern kann diese Phasendifferenz um einen
konstanten Wert verschoben werden.

1Statt Sinus-Schwingungen finden auch andere periodische Signale Verwendung. Diese spie-
len aber im Experiment keine Rolle.
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B.2.1 Grundlagen

Gegeben sei ein Mefigrofle U, die von einer Stellgréfe x abhéngt. Sei z. B. I
offenes Intervall und
U:T—R (B.3)

stetig differenzierbar. Fiir einen festen Arbeitspunkt zg € I und eine Modulati-
onsamplitude z,,, mit [xg — Tm, 2o + Tm] C I wird nun die Stellgrofie gemis

def

x (t) = 2o + T sin (Wit + ©m) (B.4)
moduliert. Das Meflsignal Uy ist die Mefigréfie in Abhéngigkeit von der Zeit:
Us (t) = U (x (1)) (B.5)

Die Referenzkreisfrequenz w, wird auf die Modulationskreisfrequenz w,,, stabi-
lisiert (w = w, = wp, ,Synchronisation®, z. B. mit einem ,Phase Lock Loop*,
PLL) und die Referenzphase um den Wert ¢g verschoben. Aus (B.1) wird dann

U, (t) = Ay sin (wt + ¢r + o) (B.6)
und (B.2) geht iiber in

Ua(t) = ng) exp (tOT_ t)

t
1 -t
+A/r/;eXp (87_ )US (s)sin (ws + @, + o) ds  (B.7)

to

B.2.2 Anwendungsbezogene Fragen

Die synchrone Demodulation ist in der Regelungstechnik von grofler Bedeutung.
Dies liegt daran, daf§ fiir das Demodulationssignal U, bei geringer Modulations-
amplitude z,, folgendes Ergebnis abgeleitet werden kann:

U, (1) = % exp (tor—_t) LA [1 — exp (tOT—_tﬂ

T, dU (T

[Em ) o (4, — gy — )+ 0 (02)] + RO (B)
2 d.l?o

Dabei ist R ein , kleines* Restsignal. Werden Restsignal und Terme von hoherer

als erster Ordnung in z,, vernachléssigt, so strebt das Ergebnis exponentiell mit

Zeitkonstante 7 gegen den zeitunabhingigen Wert

/ Y ldU (xo)
ATD1 ({E()) Ly = Ar B d],‘g

Der Cosinus-Faktor kann iiber ¢ eingestellt werden. Der Grenzwert ist also
proportional zur Ableitung der Mefigréfie nach der Stellgréfie im Arbeitspunkt.
Deswegen kann das Demodulationssignal als Fehlersignal zur Stabilisierung des
Arbeitspunktes auf einen Wert x{, mit dU(z)/dxo = 0 (Stabilisierungspunkt)
genutzt werden (genaueres siche B.3). Das Ziel der folgenden Uberlegungen
geht weit iiber den Beweis der Darstellung (B.8) hinaus: Bei der Anwendung
der synchronen Demodulation im Experiment stellt sich die Frage nach einer
giinstigen Wahl der vier einstellbaren Parameter x,,, wm,, 7, ©o. Die Antwort
liefert die Untersuchung und Optimierung folgender Eigenschaften:

cos (Qm — Pr — ©0) Tm (B.9)
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1. Signal-zu-Rausch-Verhdltnis des Fehlersignals in der Néhe des Stabilisati-
onspunktes.

2. Dynamisches Verhalten des Fehlersignals bei Driften und anderen Storun-
gen des Arbeitspunktes.

Mit Blick auf (B.8) ist klar, dafl ¢y im Sinne eines méglichst guten Signal-zu-
Rausch-Verhiltnisses so zu wéhlen ist, dafl der Cosinus-Term Eins wird. Uber
alle tibrigen Parameter gestattet (B.8) keinerlei Aussage. Es konnte keine dies-
beziigliche Literatur gefunden werden. Daher wurde ein eigenes Verfahren zu
Auswertung des Demodulationssignals entwickelt, das im folgenden vorgestellt
wird. Den Ausgangspunkt dafiir bildet statt der iiblichen Taylor-Entwicklung
nach der Modulationsamplitude eine Fourier-Entwicklung nach den Harmoni-
schen der Modulationsfrequenz. Dieser Zugang offenbart auf sehr natiirliche
Weise, welchen qualitativen und quantitativen Einfluf} die Parameter x,,, wpn,
T, o auf das Demodulationssignal haben. Die gewonnenen Erkenntnisse bein-
halten leicht umsetzbarer Regeln fiir die Anwendung und bilden die Grundlage
fiir die Entwicklung der im Experiment verwandten Regler.

Vor der Auswertung des synchrone Demodulationssignals erklart der folgen-
de Abschnitt, wie es zur Stabilisierung genutzt werden kann.

B.3 Stabilisierung durch synchrone Demodula-
tion

Sei £ eine (zu stabilisierende) physikalische Grofle, die iiber eine Stellgrofie
gesteuert werden kann. Der genaue Zusammenhang zwischen x und £ beinhaltet
i. allg. viele weitere Parameter (z. B. Umgebungstemperatur, Druck, usw.). Der
Durchstimmbarkeitsbereich von x sei ein Intervall I, und die Parameter seien
zu einer Grofle a zusammengefafit, die in einem Bereich A liegt:

E=¢(z;a) (relae A (B.10)
Die folgenden Voraussetzungen sind i. allg. erfiillt:

1. Parameterunabhdngigkeit des Stellsinns: Das Vorzeichen der partiellen
Ableitung 0¢/0x ist parameterunabhingig:
o 08 (x;
o= sgnw = const (rel;ac A (B.11)
x
2. Existenz eines parameterunabhdngigen Durchstimmbarkeitsbereiches: Es
gibt ein Intervall J fiir £, das fiir jeden Parametersatz bei Durchstimmung
von x iiber I iiberstrichen wird.

Sei U eine Mefigrofie, die Funktion von £ ist, und als solche ein strenges lokales
Extremum an einer Stelle £, € J hat. Dann gibt es nach den zwei Vorausset-
zungen fiir jeden Parametersatz o € A genau ein x = z(a) mit & = £(z(a); a):

E(r5a) =¢ = z=12(a) (B.12)
Fiir gegebenes aq gilt in einer Umgebung von (z(ay); ap)

9 oy dU[E(zs)] 0€ (m;0)
2w €y = el

=0=¢(ma)=5 (B.13)
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Die links stehende partielle Ableitung 9(U o€) /0 ist also (in dieser Umgebung)
nach (B.13) und (B.12) genau dann Null, wenn die StellgroBe x den Wert hat,
der £ = & liefert. Eine im wesentlichen zu 9(U o £)/dx proportionale Grofie
kann durch synchrone Demodulation erzeugt werden. Wird diese Grofie mit ei-
nem unter Beriicksichtigung von (B.11) gewéhlten Vorzeichen zuriickgekoppelt
(d. h. zur Stellgrofie hinzuaddiert), kann ¢ auf den Wert &y stabilisiert wer-
den. Der Einflufl der Parameter o wird dadurch eliminiert. Die betrachteten
physikalischen Gréfien x, £ und synchrones Demodulationssignal lassen sich re-
gelungstechnisch folgendermaflen einordnen:

Bezeichnung Regelungstechnischer Begriff
T Stellgrofle

I3 Regelgrofie
Demodulationssignal | Regelabweichung

Tabelle B.1: Regelungstechnische Einordnung der physikalischen Gréflen bei der
Stabilisierung durch synchrone Demodulation

B.4 Signalanalyse

Um das synchrone Demodulationssignal (B.7) auszuwerten, wird meist eine
Taylor-Entwicklung des Mefisignals vorgenommen:

Us(t) = U (xo+ &msin(wt+ o))
U (z0) + 2 U’ (x0) sin (wt + o) + 8§ (wt; ) (B.14)

Daraus folgt sofort (B.8). Sehr viel weiter triigt dieser Beschreibungsansatz al-
lerdings nicht. Um die fiir die Anwendung wesentlichen Fragen zu kldren (siehe
B.2) wird nun eine eigenes Verfahren zur Auswertung des synchronen Demodu-
lationssignals entwickelt.

B.4.1 Signalanalyse durch Fourier-Zerlegung
Wird V(xg, Zm; - ): [—1,1] — R gemif
V (20, 2m; X) £ U (xo + 2mx)  (x € [-1,1]) (B.15)
definiert. Dann gilt:
Us (t) =V (zg, Zm; sin (wt + o)) (B.16)

Um U, auszuwerten, wird davon Gebrauch gemacht, daf3 sich U; als gleichméBig
konvergente Fourier-Reihe darstellen 148t:

V (0, 2misin (@5 + o)) = 4/ 5= 2 ek (wo,2m) €50 (BAT)

kEZ
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mit den Fourier-Koeffizienten

[w
ck (o, T ) = Dy

Im folgenden werden die Abkiirzungen

V (20, Tm; sin (ws + om)) e "% ds (keZ) (B.18)

\E\:

€

E@#) = exp (;) (B.19)
Pr + ®0 (B20)

P

verwandt und die Argumente g, &, der Fourier-Koeffizienten weggelassen. Auf
dieser Grundlage ergibt sich in diesem Abschnitt die

Feststellung B.1 (zur Signalanalyse bei konstantem Arbeitspunkt)
Bei konstantem Arbeitspunkt (xo = const) liefert die synchrone Demodulation
das Signal

v, (1) = 200 o (to; t>+{1 — exp (to; tﬂ ALD (20, 2)+ R (t) (B.21)

o 1 . . )
D (o, ) = “%Z (ecy —e ¥eqr) =4/ %Im (e"c_1) (B.22)

[ w 1 1, i
R(t) = A/r Y Z m'Q—i(ewclﬁl—e S"C;chl) (B.23)

T wezmqo}
. [eik“’t —E(to—1) e““’to] (B.24)

und

Dabei ist R (t) ein Restsignal, das bei Vernachlissigung exponentiell aussterben-
der Beitrige der Abschitzung

™

Al T\ 2
< —rl1 — B.2
RO = Tw /3 { +0 [(Tw) ] }Ie[gmr?fﬁoﬂm] U @) (B.25)

geniigt und bei hinreichend groffem Tw klein wird. Im wesentlichen strebt das
Demodulationssignal dann exponentiell mit Zeitkonstante T gegen A!.D (zq, Tm ).
Fiir kleine Modulationsamplituden ergibt sich

D (20, %m) = D1(z0)zm + O (z},) (B.26)
mit
0D (w0, m) _ 1dU (z0) B
D1 (z0) = S Ta— . =3 duy cos (pm — ) (B.27)
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Zum Nachweis wird das Integral samt Vorfaktor in (B.7) mit Hilfe von (B.17)
ausgewertet. Es ergibt sich nach kurzer Rechnung

A/
TE (to — t) /E (s —to) V (20, Tm;sin (ws + o)) sin (ws + ¢) ds

to

— _ _ / il ip _ o
= [1—-E(to—1t)] A/ o 5 (e"c_1 — e eqq) (B.28)
/ 1
Al i — et B.2
+ Z 1+ szw 2 ( Ch-1- € ckH) (B.29)

k ezZ\{0}
~ [ei’m — E (tg —t) ™™™ (B.30)

Zeile (B.28) strebt exponentiell mit Zeitkonstante 7 gegen einen zeitunabhén-
gigen Wert A! D(zo, X, ). Die Zeilen (B.29,B.30) sind R(t). Damit ist (B.21)
abgeleitet.

Die Abschitzung von R ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung. Das Ergebnis lautet:

ROISU+BG-04) 2 ¥ e (ZW)

keZ\{0} keZ
(B.31)

Dabei ist [PBMS6]

Z T 1;72002 = %cotanh (%) -1
kez\{0}
- L&) +o [(%)4] (B.32)

/ U (20 + @ sin (ws + o)) ds

M mex U@ (B.33)

W z€[To—Tm,To+Tm]

D e’

keZ

Also insgesamt:

IR(t)] < [1+E(t0—t)]5§{1+o[(m)2” max |U(2)]

Tw TE[To—Tm,To+Tm]
(B.34)

und bei Vernachlissigung des exponentiell aussterbenden Bestandteils ergibt
sich (B.25). Wichtig ist, dal R mit 7w — oo gleichmiifig in ¢ gegen Null strebt.
Daher wird R als Restsignal bezeichnet. Mit obiger Formel kann im Experiment
fiir endliche Werte von 7w sofort eine Schranke fiir R angegeben werden, da der
multiplikativ eingehende maximale Wert von |U| iiber dem Modulationsinter-
vall leicht zugénglich ist (Spannungsmessung am Signaleingang der synchronen
Demodulation).

Im Grenzfall kleiner Modulationsamplituden ergibt sich fiir D(xq, x,, ) ausge-
hend von der Definition der Fourier-Koeffizienten (B.18) und unter Verwendung
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der Taylor-Entwicklung (B.14):

D (zo,zm) = %Im (ec_1)

U (20 + T sin (ws + ¢ )) sin (ws + ¢) ds

Il
v
\ua

3 €l

1
= 2—/U(xg+xmsin(a+<pm))sin(a+cp) da
7

—1T

= Exmw/sin(a—i—(pm)sin(a—i—ga) do

—T

1 T
—|——/5(o¢;a:m)sin(o¢—|—<p) da
27

@y dU (o) )
2 dx cos (iom = )
1 T
—l—%/é(a;xm)sin (a+ ) da (B.35)

—T

dabei ist 6(a;zy,) = O(22,), und zwar gleichméiflig im ersten Argument. Damit

ist insbesondere das anfangs angekiindigte Ergebnis (B.8) bestétigt.

B.4.2 Vorfilterung der synchronen Demodulation

Von grofler Bedeutung fiir die Anwendung ist, dafl das Fehlersignal vollstéin-
dig in den Fourier-Koeffizienten ¢_; und c;; kodiert ist. Eine Abschwichung
der iibrigen Fourier-Koeffizienten ¢j mit |k| # 1 beeintridchtigt daher nicht
das Fehlersignal, sondern dampft lediglich das Restsignal R. Eine solche Ab-
schwichung kann durch Filterung des MeBsignals vor der Demodulation mit
einem Bandpaf} erreicht werden, dessen Durchlaffrequenz auf die Modulations-
frequenz abgestimmt ist. Hochwertige Lock-In-Verstirker verfiigen iiber einen
solchen zuschaltbaren Bandpaffilter, der seine Durchlafifrequenz selbsttétig an
die Modulationsfrequenz angleicht (,,auto-tracking bandpass-filter*, ATBF, Vor-
filterung). Insbesondere bei Vorfilterung kénnen die Fourier-Koeffizienten ¢y, mit
|k| # 1 vernachléssigt und das Restsignal R durch folgende N&herung Ry ersetzt
werden:

2
— A Y cTa 2wt _ g0 ) ei2wto B.
Ry (t) / 5 m { - e (to—t)e ] (B.36)

Die entsprechende Néherung von U, (B.21) wird mit U, 1 bezeichnet:

U (t) = %E (to—t)+[1 — E(to — t)] AL.D (z0, Tm,)

[ w et , :
+A;n %Im { HT;LU [612wt — E (to — t) 612“”&0] } (B37)
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B.4.3 Arbeitspunktdriften

Fiir die Verwendung der synchronen Demodulation zur Stabilisierung stellt sich
die Frage, wie das Fehlersignal auf eine zeitliche Anderungen des Arbeitspunktes
(xo = xo(t)) antwortet. Auf Grundlage der Ergebnisse aus B.4.1 und B.4.2 ergibt
sich diesbeziiglich die folgende

Feststellung B.2 (iiber den EinfluBl von Arbeitspunktdriften)
Hingt der Arbeitspunkt o = xo(t) stetig von der Zeit ab, so liefert die vorgefil-
terte synchrone Demodulation das Signal

_ﬂ> Q(to)

Uga(t) = exp( . (B.38)

A (w0, T3 8) = A/ %Im [Cl (20, Zm) ei(zwﬂw] (B.39)

(D(xo,xm) ist das in B.1 eingefihrte Fehlersignal). Die ersten beiden Glieder
der Taylor-Entwicklung von Ug 1(t) fir kleine Modulationsamplituden x., lau-
ten:

Ua,l (ij = O,t) = exp (?) @ (B40)
t
8Ua“ m = 0; 1 _ ,
,1 (gxm t) — /;exp (87_ t) ATDl (x(3)74p) ds (B.41)
to

T

¢
1 —
-|-/— exp (8 t) Al Ay (g () ;05 8) ds (B.42)
T
to

mit
D1 (zo; =T 08 (e — B.4
1 (03 ) 5 dwg O (Pm = ¢) (B.43)
1dU
Aq (zo;58) = —E#fjo)cos(?ws—i-som—f—@) (B.44)

Dabei wird das Restsignal (B.42) stets klein sein, wenn die Arbeitspunktdrift so
langsam ist, daf8 die durch sie verursachten Fourier-Komponenten bei der dop-
pelten Modulationsfrequenz vernachlissigbar sind. Besonders offensichtlich ist
dies, wenn das Restsignal fiir zweimal stetig differenzierbares U durch partiel-
le Integration umgeformt wird. Bei Vernachlissigung exponentiell aussterbender
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Beitrige besteht dann ndmlich die folgende Abschitzung:

A/ dU (xO (S)) ‘
B.42)| < T dm
|( 4 )l = 2m se[to t] dxo
AT d2U ($0 (3))
————— max |———>d (s B.45
Wit st | O (B

Beim Nachweis dieser Feststellung zeigt sich die Uberlegenheit der hier ent-
wickelten Beschreibung der synchronen Demodulation. Dazu wird x¢ auf einem
(beliebigen) Intervall [tg,t] durch eine Stufenfunktion (=stiickweise konstante
Funktion) angenéhert. Fiir jede solche Niherung y gibt es ein ¢ € N und Punk-
tetg <ty <...<ty—1 <ty =1t sowie Werte y1,...,y, mit

q
t) = Z YpX(tp—1,tp] (B.46)

(x ist die charakteristische Funktion des im Index stehenden Intervalls.) Auf
jedem Intervall, auf dem 3 konstant ist, kénnen die Uberlegungen aus den vor-
angegangenen Abschnitten angewandt werden. Sie dienen gewissermaflien als
Verankerung einer vollsténdigen Induktion nach g. Aus (B.37) folgt mit (B.21)
die Rekursionsformel

Uaa (tp) = b (tp—l - tp) Uan (tp—l) (B~47)

w .
+[1—E(tp-1 —tp)] A, %Im {ewc,1 (Yp» xm)}

ip ) )
[ () it e

Diese ermdoglicht den Induktionsschritt auf dem Weg zur expliziten Darstellung
von U(t) = U(t,). Mit der fiir k¥ € Z eingefiithrten Bezeichnung

Fy (s;t) = E (s —t) s (s eR) (B.48)
lautet das Ergebnis:
t
Uar(t) = Bt~ ) 200 (B.49)

-|—ZAI Im{e e 1(yp,xm)}[F0 (tp§t) FO(p 15 )]

1 (Yp, Trm)
EA’,/—“’Im E A Im) g (4 t) — Py (ty;t
+p:1 ™\ ox { 1+ 27w [2(107) 2(10 1 )]

Die Summen lassen sich als Riemann-Stieltjes-Integrale schreiben:

Q (to)

Uu1(t) = Ef(to—1t) (B.50)

En [
W m{/ )
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Schlieflich lassen sich die Riemann-Stieltjes-Integrale in gewohnliche Riemann-
Integrale umwandeln. Wegen

9F (s;t) _1 (1 + ikTw) Fy, (s;t) (B.51)
0s T

ergibt sich:
Q (to)

Uar(t) = Efto—1)~F5 (B.52)
Al ;
w .
+TT %Im /ewc,l (y(8),zm) Fo(s;t) ds
to
Al /
w .
—l—TT %Im /ewcl (y(8),xm) Fa(s;t) ds
to

Héngt der Arbeitspunkt stetig von der Zeit ab, so ist die zugehorige Arbeits-
punktfunktion zo auf [to,t] gleichméBiger Grenzwert einer Folge {y;};  von
Stufenfunktionen. Die Fourier-Koeflizienten (B.18) sind gleichméBig stetig im
Arbeitspunktparameter. Damit konvergiert insbesondere die Funktionenfamilie
{cil(yj;xm)}jeN gleichmifig gegen die Grenzfunktion cii(zo; ). Daher ist
der Grenziibergang in obiger Formel gestattet, und es gilt:

Q (to)

Uap (t) = Efto—1t) (5~ (B.53)
Al /
w .
+7T %Im /ewc,l (0 (8),zm) Fo (s;t) ds

to
Al /
+—4/ Y Im /ewcl (20 (), xm) Fy (s;t) ds
TV 2m
to

Nach Einsetzen von (B.48) ergibt sich die behauptete Darstellung von U, 1.
Um das Restsignal (B.42) fiir zweimal stetig differenzierbares U abzuschit-
zen, wird es durch partielle Integration umgeformt. Das Ergebnis lautet:

s=t

’ i(pm+e) —
—ﬁRe {e dU (o (5)) exp (8 ! + i2ws>] (B.54)
T S—to

2 1+ 327w dxo
t
Al / e!emte) @21 (x4 (5))

_TR
TR T e P
to

Zo (8) exp <ST_t + i2ws) ds (B.55)

Bei Vernachlissigung der exponentiell aussterbenden Beitréige liefert die be-
tragsméfige Abschitzung dieser Terme:

A dU (zo (s))

B.54 r B.
B T e 2| dao (50
AT d*U (zo (s))

B. < - ; B.
(B9 < A T | ey ) (B-57)

Damit ist alles gezeigt.



B.5. ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE

B.5 Zusammenfassung der Ergebnisse
Eine modulierte Stellgrofie  hat folgende allgemeine Gestalt:

x (t) = 2o (t) + T sin (WE + ©)

Dabei ist
o der (i. allg. zeitabhéingige) Arbeitspunkt,
T die Modulationsamplitude
w die Modulationsfrequenz

Eine von der Stellgrofie = abhéngige Mefigrofie U liefert das Signal Us:

Us (t) =U (z(t)) = U (xq (t) + T sin (wt + pum))

173

(B.58)

(B.59)
(B.60)
(B.61)

(B.62)

Das Signal wird mit einer Zeitkonstante 7 demoduliert. Die dabei verwandte
Referenzschwingung U, hat Amplitude A, und dieselbe Frequenz w wie die
Modulation und ihre Phase kann um einen festen Wert g verschoben werden:

U, (t) = A, sin (wt + @0 + ¢r)

B.5.1 Synchrones Demodulationssignal

(B.63)

Die Eigenschaften des synchronen Demodulationssignals U, lassen sich wie folgt

zusammenfassen (Beginn der Demodulation zum Zeitpunkt t):

1. Bei statischem Arbeitspunkt xg(t) = x¢ = const:

0, 1) = 200 (@) + {1 —exp (“T—‘tﬂ ALD (20, 2m) + R (1)

C
Dabei ist

D (z,zm) das Fehlersignal
R das Restsignal

(B.64)

(a) Das Fehlersignal ist im Grenzfall kleiner Modulationsamplituden .,
proportional zur Ableitung des MeBsignals nach dem Arbeitspunkt:

Ty dU (o)

D({Eo,xm) - 2 dl‘o

Dabei ist ¢( die einstellbare konstante Phasenverschiebung.

(b) Fiir das Restsignal R gilt:

1
R(t)= — {const +0
TW

(=]}

cos (w0 — ) + O (a7,)

(B.67)

(B.68)

und zwar gleichméBig fiir alle Zeiten ¢ > ty. Deshalb sollte das Pro-
dukt aus Demodulationszeitkonstante 7 und Modulationsfrequenz w

moglichst grofl gewéhlt werden.
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(¢) Die Vorfilterung des Mefsignals Us durch Bandpaffilter mit Durch-
laBBfrequenz w ist empfehlenswert. Dadurch erfihrt das Restsignal
eine zusétzliche Unterdriickung, wiahrend das Fehlersignal unberiihrt
bleibt.

2. Bei dynamischem Arbeitspunkt z¢o = z¢(t) und Vorfilterung:

Das Demodulationssignal fiir dynamischen Arbeitspunkt geht aus dem
statischen Fall hervor, indem das mit dem Arbeitspunkt driftende Fehler-
signal D(zo(t), T, ) mit der Demodulationszeitkonstante 7 tiefpafigefiltert
wird. Auch hier tritt wieder ein “kleines* Restsignal auf:

i - Lo (121)

n / Lo (i) ALD (20/(s) @) ds + R(t) (B.69)

to

(a) Im Grenzfall kleiner Modulationsamplituden z,, kann die Niherung
aus (la) eingesetzt werden.

(b) Das Restsignal R bleibt vernachléssigbar, solange D(x(t), ) um 2w
vernachléssigbare Fourier-Komponenten besitzt. Fiir kleine Modula-
tionsamplituden kann diese Bedingung in folgende anschauliche Form
gebracht werden:

1 < 27w (B.70)
du (z (1)) ’
dl‘o

d?U (x¢ (s)) .
" a0V

< 2w‘ (B.71)

Ein Fehlersignal mit moglichst gutem Signal-zu-Rausch-Verhiltnis
wird demnach fiir moglichst hohes w und moglichst grofles wr er-
reicht. In jedem Falle sollte w hoch sein.



Anhang C

Streutheorie fiir
zeitabhingige Storungen

Bei vielen Atomstrahlexperimenten wird ein quantenmechanisches System, das
durch einen zeitunabhéngigen Hamilton-Operator H in einem geeigneten Hil-
bert-Raum X beschrieben wird, einer zuséitzlichen zeitabhidngigen Wechselwir-
kung ausgesetzt, die durch Addition eines zeitabhingigen Potential V; zum
Hamilton-Operator beriicksichtigt werden kann. Damit gibt es eine wechselwir-
kungsfreie (,freie*) und eine wechselwirkungsbehaftete (,gestorte) Bewegung.
Die entsprechenden Bewegungsgleichungen (Schrédinger-Gleichungen) lauten:

ih%gbt =H¢, (freie Bewegung) (C.1)

ih%wt = (H + Vi) iy (gestorte Bewegung) (C.2)

C.1 Streutheoretische Begriffsbildungen

Die Streutheorie untersucht die Frage, ob und wie die gestorte Bewegung zeitlich
asymptotisch in die freie Bewegung tibergeht. Damit benétigt sie die Existenz
und Eindeutigkeit zeitlich unbegrenzt fortgesetzter Losungen des Anfangswert-
problems fiir die freie und die gestorte Bewegung. Der Nachweis von Existenz
und Eindeutigkeit fithrt i. allg. zur Definition von auf X definierten (linearen)
Zeitentwicklungsoperatoren. Diese 16sen die folgenden Operatorgleichungen

8 Tei rei :

iﬁaUt(ito) = HUt(itO) (freie Bewegung) (C.3)
0

ihEUt‘_tO = (H+ V) Uy, (gestorte Bewegung) (C4)

fiir alle Zeiten t und erfiillen die ,, Transportbedingung®

frei frei frei
Ut(3<—f?2 Ut(2<—f?1 = Ut(g(—t)l (05)
UtSHt3 Utthl = Ut3<*t1 (CG)

fiir alle Zeiten tl, tg, t3.

175
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C.1.1 Asymptotische Freiheit

Die gestorte Bewegung eines Zustandes v ist in Zukunft (Vergangenheit) asym-
ptotisch frei, wenn es einen Zustand ¢4 (¢_) gibt, so dafl die gestirte Bewegung
von ¢ und die freie Bewegung von ¢4 (¢_) fiir t — 400 (t — —o0) ununter-
scheidbar werden. ¢4 (¢—) heifit dann zu ¢ passender auslaufender (einlaufen-
der) Zustand.

Da Messungen durch Projektionsoperatoren dargestellt werden kénnen, kann
leicht eingesehen werden, dafl ¢ in Zukunft oder Vergangenheit asymptotisch
frei ist, wenn

s tim UV 65 — Uneow| =0 (c.7)
bzw.
36 lim ‘Utf“%_ - UHﬂ/}’ =0 (C.8)

gilt. Dies sind die 7,asymptotischen Freiheitsrelationen® fiir Zukunft und Ver-
gangenheit. Sie bilden die Grundlage der quantenmechanischen Streutheorie.!
An dieser Stelle ist es hilfreich einige Mengen einzufiihren, ndmlich die der in
Zukunft (Vergangenheit) asymptotisch freien Zustinde X4 und die der dazu
passenden auslaufenden (einlaufenden) Zustéinde ®4. Aus den asymptotischen
Freiheitsrelationen ergibt sich ohne weiteres:

X+ = {¢;3¢iit£im t(3%1)¢i Uu—oib‘—O} (C.9)
o, = {asi;aw: lim Uffi%%si—Uthow\:t)} (C.10)

All diese Mengen bilden lineare Unterrdume von X.

C.1.2 Mpgller-Wellenoperatoren

Falls die Zeitentwicklungsoperatoren unitéir sind (nicht dissipative Bewegung),
so sind Xy, @4 abgeschlossen. Ferner werden durch (C.10) Abbildungen

Qi: (I’i —>X:|: (Cll)

definiert, die den auslaufenden (einlaufenden) Zustéinden diejenigen Zustéinde
zuordnen, von denen sie asymptotisch ununterscheidbar sind:

Jim U UEDV oy —Upofagps| =0 (C.12)

Daraus ergibt sich sofort

Qs = lim [Uio] Ly lfred (C.13)
Dies sind die sog. Mgller-Wellenoperatoren. Sie sind linear und isometrisch. Fer-
ner ist Py = Q4 Q% die Projektion auf den Unterraum der in Zukunft (Vergan-
genheit) asymptotisch freien Zustéinde Xy. X_ wird treffender als Unterraum
der priparierbaren Zusténde bezeichnet (siehe C.1.3).

!Es gibt abweichende Fassungen dieser Relationen [Pea88].
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C.1.3 Asymptotische Vollstindigkeit

Ein Streuexperiment besteht aus:
1. Préparation: Vorgabe der einlaufenden Zusténde.
2. Detektion: Messung der auslaufenden Zusténde.

Da fiir einen beliebigen Zustand v die gestorte Bewegung i. allg. nicht vollsténdig
asymptotisch frei ist, wird die Statistik der Messung durch Projektion von
auf den Unterraum X der in Zukunft asymptotisch freien Zustéinde bestimmt,
also durch v = Pyt = Q, Q% 1. Bei vorgegebener Préiparation ¢_ € ®_ ist
Y =Q_¢_und ¢y = Q0% Q_¢_. Daraus 148t sich der zugehorige auslaufende
Zustand ¢ sofort ablesen:

b = 20 6 (C.14)

Diese Zuordnung beinhaltet die vollstdndige Beschreibung des Streuexperimen-
tes. Der auftretende Operator ist der S-Operator:

S:d_ — oy S=QQ_ (C.15)

In einem Streuexperiment geht es um die Untersuchung der gestorten Bewegung.
Streuexperimente, die in diesem Sinn geeignet sind, erfiillen die folgenden beiden
Forderungen:

1. Asymptotische Freiheit aller priparierbaren Zustdnde: Wenn es préaparier-
bare Zustdnde gibt, die in Zukunft nicht asymptotisch frei sind, so wird ein
Teil der praparierten Wellenfunktion nicht in der Detektion erfafit. Damit
geht Information verloren.

2. Prdparierbarkeit aller in Zukunft asymptotisch freien Zustinde: Andern-
falls kann nur ein Teil der Systems untersucht werden.

Erfiillt ein Streuexperiment diese beiden Forderungen, wird es asymptotisch
vollstindig genannt. Die Bedingungen konnen leicht formalisiert werden: (1)
bedeutet X_ C Xy und (2) bedeutet X4 C X_. Damit ist ein Streuexperiment
genau dann asymptotisch vollstindig, wenn X_ = X ist. Es kann gezeigt wer-
den, daf} diese Bedingung gleichbedeutend ist mit der Unitaritit von S. Damit
ergibt sich zusammenfassend

Asymptotische Vollstindigkeit <= X_ = X <= §~! = §* (C.16)

Natiirlich bezieht sich die asymptotische Vollstéandigkeit stets auf das theoreti-
sche Modell, das das Experiment beschreibt. Fehlende asymptotische Vollstén-
digkeit kann daher Merkmal eines ungeeigneten Modells sein, sie kann allerdings
auch im Vorgang selbst oder dem Experiment begriindet liegen?. Zusammenfas-
send kann daher folgendes festgestellt werden:

Die asymptotische Vollstindigkeit zeichnet Streuvorgang, Fxzperiment und
theoretisches Modell als Einheit von besonderem physikalischen Wert aus.

2Wiirden z. B. im hier betrachteten Experiment schnell ionisierende Elektronen nicht de-
tektiert (fehlende Kappenelektroden, siehe 5.4.2), so wire das Experiment nicht mehr asym-
ptotisch vollsténdig.
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C.1.4 TUberblick

Ziel dieses Anhangs ist der Beweis der asymptotischen Vollstéindigkeit fiir eine
Klasse von Streuvorgéngen mit zeitabhéingigen Storungen. Auf dieser Grundlage
148t sich die asymptotische Vollstdndigkeit der in 4.1 entwickelten streutheore-
tischen Beschreibung von Atomstrahlexperimenten untersuchen. Besonders her-
vorzuheben ist das in Kapitel 4 erreichte Ergebnis, dafl die Hauptbedingung
fiir die asymptotische Vollstdndigkeit gleichbedeutend ist mit der Endlichkeit
der effektiven Zeit, withrend der das Systems der Storung unterliegt (endliche
yeffektive Wechselwirkungszeit®).

Entsprechenden Untersuchungen konnten weder in der physikalischen noch
in der mathematischen Literatur gefunden werden. Der Beweis der asympto-
tischen Vollsténdigkeit erfordert einen gewissen mathematischen Aufwand. Er
beruht im wesentlichen auf der Losung der gestorten Zeitentwicklung mit Hilfe
der Dyson-Reihe im Dirac-Bild (=Wechselwirkungsbild). Dabei spielen Konver-
genzbetrachtungen eine wesentliche Rolle. Sie fithren zu dem Zusammenhang
zwischen asymptotischer Vollstindigkeit und endlicher effektiver Wechselwir-
kungszeit.

Der Beweis der asymptotischen Vollstdndigkeit wird in folgenden Schritten
vollzogen:

1. Einfithrung der Dyson-Reihe im Hilbert-Raum zur Lésung von Bewe-
gungsgleichungen

0
gut = Atut (Cl?)

mit beschrinkter rechter Seite:

(a) Entwicklung eines Operatoren-Kalkiils
(b) Konvergenz und Restgliedabschiitzung der Dyson-Reihe
(c) Wichtigste Eigenschaften der Dyson-Reihe

2. Losung von Schrédinger-Gleichungen

.0
Zaut = (H + At) Ut (018)

mit u. U. unbeschranktem selbstadjungierten H.

3. Streutheorie des Systems
i%qﬁt = Hoy (freie Bewegung) (C.19)
i%wt = (H+ V) ¢y (gestorte Bewegung) (C.20)

(a) Darstellung des S-Operators

(b) Beweis der asymptotischen Vollstindigkeit

(¢) Angabe einer Stérungsreihe fiir den S-Operator
Die mathematischen Betrachtungen werden mit einheitenlosen Gréflen durch-
gefiihrt. Das in der zeitabhéngigen Schréodinger-Gleichung auftretende £ ist in

der Definition von H, A; absorbiert. Der Anhang D enthilt die im folgenden
verwandten Schreibweisen sowie einige mathematische Hilfsmittel.
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C.2 Dyson-Reihe

C.2.1 Bewegungsgleichungen in Banach-Riumen

Samtliche Ergebnisse dieses Abschnitts beruhen auf der folgenden

Voraussetzung C.2.1 Sei X = (X,K,|-|) B-Raum. Sei K C R nichtleeres
kompaktes Intervall und A < {At}icre € L(X;X) mit folgender Eigenschaft:

A€ C(K;X)  (€€X) (C.21)

(Schreibweise A€ siehe D.3.3) Zuerst liefert das Prinzip der gleichmiifligen Be-
schrénktheit (z. B. [Yos80])

M = sup || A < o0 (C.22)
teK

Damit ergibt sich fir v € C(K;X) aus der fir t € K ¢ € Rmit t+e € K
giiltigen Abschitzung

|At+sut+s - AtUt| < |At+s (Ut+s - Ut)| + |(At+5 - At) Ut|
< M fugre —ug] + [(Apye — At) ugl
auch
Au € C (K;X) (u e C(K;X)) (C.23)

Auf dieser Grundlage werden nun (homogene) Integraloperatoren eingefiihrt,
die spéter die Summanden der Dyson-Reihe bilden werden.
Fiir ty € K wird durch

¢
CK;X)sur— It(;"l)u K>t /Asus ds (C.24)
to

ein linearer Operator
(A1), . .
L, C (K X) — C(K; X) (C.25)

definiert. Fiir die Werte der Bildfunktionen wird im folgenden die Schreibweise

ALy, = {It((;“’”u} (t) (C.26)
verwandt. Entsprechend ist auch It(i’tlo): C (K;X) — X linearer Operator. Die
Mitfithrung der Operatorfamilienbezeichnung A wird von nun an unterlassen.
Die Verkniipfung der eben definierten Operatoren ist wegen (C.25) wohlde-
finiert und im folgenden Sinne assoziativ:
1) 010 = 1010 1) (et € K) (C.27)

2
Insbesondere ist durch

7(0) def If(:) def I(I)It(:ﬂ) (n € N) (C.28)

to ) L to
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fiir n € Ny ein linearer Operator It”) C (K;X) — C(K;X) definiert. Fiir die
Werte der Bildfunktionen wird wie im Falle n = 1 die Schreibweise

t—to

() et {Jt(:)u} )  (meN;tek) (C.29)

verwandt. Entsprechend ist auch It(i)to : C (K;X) — X linearer Operator.

SchlieBlich spiegeln sich die Eigenschaften des Integrals in folgender Additi-
vitédtsbeziehung wider:

W

t3<—t2 to—t1 = Ttz—ty

(tl,tg,tg S K) (CSO)

Soweit die wichtigsten algebraischen Eigenschaften.
Unter Ausnutzung der gleichmifiigen Beschriinktheit (C.22) li8t sich durch
vollsténdige Induktion die fiir n € Ny giiltige Normabschitzungen

I(”)

t2<—t1

SM |t2—t1| | | (tl,tQEK,UEC(K;X)) (C?)l)

gewinnen. Diese ist fiir Definition und stérungstheoretische Anwendung der
Dyson-Reihe von grundlegender Bedeutung.

Die auf C (K;X) erkldrten Operatoren werden nun vermoge der kanoni-
schen isometrischen Einbettung von (X, K, |-|) in (C (K;X),K, ||, ) auch auf
(X,K,|-|) definiert. Die aus (C.31) abgeleiteten Normabschitzungen liefern
dann den zusammenfassenden

Hilfssatz C.2.1 (iiber die eingefiihrten Integraloperatoren)
Fiirn € Ng und tg,t1,t2 € K sind die Operatoren

1 (CK:X)K | ) — (CK:X),K|-]) (032
1L, 0 (CKX) K || = (K| ) (C.33)
15 (XK, 1) (€ (%) .|| (C.34)
[, 0 (GK[) - (GK ) (C.35)
linear und stetig, und sie gentigen den folgenden Normabschditzungen:
n M
Iul < —csuplt—to|"ful,  (to € Kiu € C(K; X)) (C.36)
n! ek
M" "
Sloul = Sl -l (it € Kiue C(K;X)) (C.37)
n M
\It(o)f\ < —suplt —to|"[¢] (to € K; € € X) (C.38)
[e%e} Tl. teK
M n
nené| S —rle—ul"lE (it € KiE e X) (C.39)

Nach diesen Vorbereitungen i3t sich die Dyson-Reihe einfiihren. Dies geschieht
in folgendem

Hilfssatz C.2.2 (zur Einfiihrung der Dyson-Reihe)
Unter der Voraussetzung C.2.1 gilt:
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. Fiirty € K existiert als Grenzwert beziglich der Operatornorm ||| von
L(C(K;X);C(K; X))
Ul Z 7 (C.40)
und es besteht fir n € Ny die Restgliedabschitzung
= m Mn n
Z It(;" ) < — - sup (|t — tol eM‘t_tO‘) (C.41)
men - n: tek

Fiir t1,ts € K emistiert als Grenzwert beziiglich der Operatornorm || ||
von L (X;X)

A) e A,m
Ut(24—t1 = Z It(2<—t1 (C'42)

und es besteht fir n € Ny die Restgliedabschditzung

m M" n _
t(f«—tl) ST |to — ta|" M2 (C.43)
Es gilt fir £ € X
vl =vite  (totek) (C.44)

Die zweiparametrige Operatorfamilie
{U(A) } c L(X;X) (C.45)
b2t f ) t)e R xK ’

hat folgende Figenschaften (t1,ts,ts,t € K):

Ui, = id (C.46)

[Uffltlyl - U, (C.47)

Ul UG, = Ui, (C.48)

A U, U = 0 (C.49)
Jlim ‘ Ui, - Uik, 0 (C.50)

Wenn keine MifSverstindnisse zu befiirchten sind, wird die Mitfiihrung der
Operatorfamilienbezeichnung A unterlassen.

Beweis:

1. Die Abschitzung der Differenzen von zu (C.40), (C.42) gehdrenden Parti-

alsummen mit Hilfe von (C.36), (C.37) liefert mit dem Cauchy-Kriterium
den Nachweis der Existenzbehauptungen und dann die Restgliedabschét-
zungen. (C.44) ergibt sich nun durch Grenziibergang. (C.46) ist klar.
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2. (C.48): Fiir n € Ny besteht die Darstellung (vollstéindige Induktion):
n m) y(m n—1) r(1)
i ZI ., (medo,...,n}) (C.51)

(Im Induktionsschritt wird m < n angenommen und die linke Seite unter
Anwendung von (C.27), (C.28) und (C.30) in

It(211—7n—1) |: I(l)

e Sl (C.52)
zerlegt.) In (C.51) liefert dann die Wahl m = n und Auswertung an der
Stelle t3 € K:

1 = S, (C.53)
m=0
Der Nachweis von (C.48) stiitzt sich nun auf die Beobachtung, daf8 die
durch Einsetzen von (C.42) auf der linken Seite von (C.48) gewonne-
ne Doppelsumme wegen (C.39) beliebig umgeordnet werden kann. Die
Cauchy-Umordnung gestattet die Anwendung von (C.53) und liefert so
das gewiinschte Ergebnis.

3. (C.47) folgt nun aus (C.48) und (C.46).

4. Die Stetigkeit (C.49) folgt z. B. durch Anwendung von (C.48) und der
Restgliedabschétzung (C.43):

Uzt = Uyt || = [Usp g (1 = Uy )| < M127ADM [t — ] 1701
(C.54)
Entsprechend wird beim Nachweis von (C.50) verfahren.

Die Beschrinkung auf kompakte Intervalle mag im Hinblick auf die Lésung von
Differentialgleichungen hinderlich scheinen. Daf3 dies nicht der Fall ist, ergibt
sich aus folgender

Bemerkung C.2.1 (iiber Bereichsunabhingigkeit)

Alle eingefiihrten Operatoren sind in folgendem Sinne von dem bei ihrer Defi-
nition zugrunde liegenden Kompaktum unabhdngig: Sei J C R nichtleeres of-
fenes Intervall, tg € J und gelte die Voraussetzung C.2.1 fiir J. Dann vererbt
sich die Giltigkeit dieser Voraussetzung auf jedes kompakte Intervall K mit
K C J. Seien Ky, Ky nichtleere kompakte Intervalle mit to € K1 C Ko C J.
Sei nun Ty einer der auf C (Kq;X) erklirten Operatoren und Ty der entspre-
chend auf C (Kg;X) erklirte Operator. Dann gilt mit der kanonischen FEin-
bettung v: C (K2;X) — C (K1;X) Ty = Tie. Infolgedessen lassen sich offene
Intervalle durch Ausschipfung mit kompakten Unterintervallen behandeln.

Nun kann das Hauptergebnis dieses Abschnitts bewiesen werden, nimlich der

Satz C.2.1 (iiber die Losung des Anfangswertproblems)
Sei J C R nichtleeres offenes Intervall und A = {Ai}e; € L(X;X) mit fol-
gender Eigenschaft:

A e C(1X)  (EeX) (C.55)

Sei tg € J und & € X. Dann sind fir u € C(J;X) die folgenden Aussagen
dquivalent:
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1. w ist stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem

u = Au, uy, =E& (C.56)

2. u geniigt der Integralgleichung

up =&+ /Asus ds (teld) (C.57)

3. w ist durch die Dyson-Reihe gegeben
u=UN¢ (C.58)

Beim Beweis werden sich ferner zwei wichtige Folgerungen ergeben:

Folgerung C.2.1 (iiber Integralgleichung fiir die Dyson-Reihe)

Sei K C R nichtleeres kompaktes Intervall und A = {At}er € L(X;X) mit
folgender Figenschaft:

A € C (K;X) (£ e X) (C.59)
Dann gilt fir t1,to € K und £ € X

to
UM, e=¢c+ / AU, eds =€+ / U ALds (C.60)

Folgerung C.2.2 (iiber Differentialgleichung fiir die Dyson-Reihe)

Sei J C R nichtleeres offenes Intervall und A = {Ai},ey € L(X;X) mit fol-
gender Eigenschaft:

A€ C(I:;X) (EeX) (C.61)
Dann ist fir £ € X JxJ 2 (ta,t1) — Ut(zltlf stark partiell differenzierbar. Die
partiellen Ableitung sind stark stetig und lauten:
8Ut2<—t1£
EICE (AtQUt2<—t1€’ - 2«—t1At1§) (ta,t1 € J) (C.62)

Beweis:
1. (1) & (2) folgt aus den Eigenschaften des Riemann-Integrals (siche D.4.1)
2. (2) < (3): Wegen Bemerkung C.2.1 geniigt es zu zeigen, dal die Aquiva-
lenz fiir jedes kompakte Intervall K mit tg € K C J gilt. Sei also K ein

solches Intervall, und moégen sich sédmtliche Bezeichnungen im folgenden
auf K beziehen. (Damit gelten die Voraussetzungen von Folgerung C.2.1.)

(2) = (3): Aus (C.57) folgt u = §+It(01)u, also auch fiir n € N (vollstindige

Induktion) u = Y. _, It(:)f + It(: Ty und damit unter Verwendung von
Hilfssatz C.2.2 und (C.36):

Z I(m)f

m=n+1

+1 HS C.2.2

(C.36)

+ (n — o)

(C.63)
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(3) = (2): Aus (C.58) folgt
W = UGS S A S e
m=0 m=0
TET Ut -g=u—¢ (C.64)

3. Folgerung C.2.2: Durch Einsetzen von (C.58) in (C.56) folgt mit der Wahl
to & t; die Existenz und Darstellung der partiellen Ableitung nach ¢,. Da
fiir t1,t2 € J und € € R\ {0} mit ¢; + ¢ € J die Darstellung

1 1 )
- (Uty—tyte = Upyery ) € = “Utytige (Uty ety —id) € (C.65)

besteht, ergibt sich auch die Existenz und Gestalt der partiellen Ableitung
nach ¢1. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt aus (C.23) sowie
(C.49) und (C.50).

4. Folgerung C.2.1: Fiir t1,t9 aus dem offenen Kern von K folgen die be-
haupteten Darstellungen aus Folgerung C.2.2 mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung D.4.1. Falls unter ¢1,f2 Randpunkte
von K sein sollten, folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

C.2.2 Bewegungsgleichungen in Hilbert-Riumen

Da jeder Hilbert-Raum ein Banach-Raum ist, iibertragen sich sdmtliche Ergeb-
nisse aus C.2.1. In Hilbert-Rdumen gibt es die Begriffsbildung der Unitaritét
eines Operators. Falls die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems
durch unitire Operatoren vermittelt wird, ist das System nicht dissipativ. Die
folgende Darstellung fiir den zum Dyson-Operator adjungierten Operator ge-
stattet spater den Schluf}, dafl die betrachteten zeitlich nicht homogenen quan-
tenmechanischen Systeme nicht dissipativ sind.

Hilfssatz C.2.3 (iiber Adjunktion)
Sei X = (X,C, (-, -)) komplezer H-Raum. Sei J C R nichtleeres offenes Inter-

vall und A = {Ai},c; € L(X;X) mit folgenden Eigenschaften:
A6 A€ e C(3;X)  (E€X) (C.66)
Dann gilt mit der Bezeichnung —A* = {=A}es
Ay 1" —A
[ S R CR) (C.67)
Beweis: Sei tg € J. Sei V; = {Ut(ﬁfo] Ut(;é:) (t e J).

1. Nachweis von V; = id (¢t € J): Seien &, € X. Dann gilt fiir t € J
d d (1:(=A%) s £7(A)
Ze0 = S (UCeule)
(2 (e U ) + (Ui e aui ) =0

Also (Vi€,¢) = (Vi,€,¢) = (§,€) (t € J;€,¢ € X).
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2. Mit . .
o] ([} vem i
folgt die Behauptung.
Daraus ergibt sich die mit Blick auf die Schrodinger-Gleichung wichtige

Folgerung C.2.3 Sei X = (X,C, (-, -)) komplezer H-Raum. Sei J C R nicht-

leeres offenes Intervall und A = {At}iey C L(X;X) eine Familie symmetri-
scher Operatoren mit der Eigenschaft

A€ C(I:X) (EeX) (C.68)
Dann gilt mit der Bezeichnung —iA = {—iAs}, ey

USHY st unitar fir (t,ts € J) (C.69)

to—ty

C.3 Schriédinger-Gleichungen
C.3.1 Schroédinger- und Dirac-Bild

Sei (X,C, (-, -)) H-Raum eines zeitlich homogenen und zeitlich isotropen nicht
dissipativen quantenmechanischen Systems und H sein Hamilton-Operator. Die
zugehorige Gruppe von Zeitentwicklungsoperatoren {U;},.p mit

Up = e HH! (t € R) (C.70)

vermittelt dann gemé&f

{Et}teR YU yudyey ({uihen © X) (C.71)

eine Bijektion —: X® — X® auf der Menge der durch die Zeit parametrisierten
Wege in X. Die Umkehrabbildung wird mit aufgesetztem —~ bezeichnet. Weiter
wird mit derselben Bezeichnung geméf

{Zt}teR = {U_tAUs} e ({At}er € L(X;X)) (C.72)

eine Bijektion —: L (X;X)® — L (X;X)® eingefiihrt und die entsprechende
Umkehrabbildung ebenfalls mit aufgesetztem — bezeichnet. Bei der semiklassi-
schen Beschreibung von Licht-Materie-Wechselwirkungen verfiigen die betrach-
teten quantenmechanischen Systeme i. allg. nicht mehr iiber die oben genann-
ten zeitlichen Symmetrien, was zu Schrodinger-Gleichungen mit zeitabhéngigen
Hamilton-Operatoren fithrt. Wenn die die zeitliche Symmetrie brechende Wech-
selwirkung durch Addition eines zeitabhéingigen Potentials A; beschrieben wer-
den kann, nimmt die Schréodinger-Gleichung die folgende Gestalt an:

In diesem Falle sind die eingefiihrten Abbildungen ein méchtiges Werkzeug zur
Losung der Schrodinger-Gleichung, dessen Gebrauch mit folgenden Begriffsbil-
dungen verbunden ist: Die Gleichung (C.73) wird als Schrédinger-Gleichung
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,im Schrodinger-Bild“ bezeichnet, die Abbildung — vermittelt den Ubergang
vom Schrodinger- ins ,, Dirac-Bild“, und die Abbildung —~ den vom Dirac- ins
Schrodinger-Bild. Statt Dirac-Bild wird auch der Begriff Wechselwirkungsbild
gebraucht. Wesentlich ist der folgende leicht nachzupriifende

Hilfssatz C.3.1 (iiber die Schriodinger-Gleichung im Dirac-Bild)

Sei X < (X,C,(-,-)) H-Raum, H: X D dom (H) — X selbstadjungierter
Operator und {As},cp C L(X;X). Seitg € R, £ € dom (H). Dann sind fiir

uw {ut},er € X die folgenden Aussagen dquivalent:

1. w C dom (H) ist stark differenzierbare Lisung des Anfangswertproblems
im Schrodinger-Bild:

iuy = (H + Ap) ug teR); wuy,=¢& (C.74)

2. u C dom (H) ist stark differenzierbare Lisung des folgenden Anfangswert-
problems:

it = Aguy (tER); uy, = eilltog (C.75)

Dieses Anfangswertproblem wird auch als Anfangswertproblem im Dirac-
Bild bezeichnet.

Die Bedeutung dieser Feststellung beruht darauf, dal im Schrédinger-Bild auf
der rechten Seite i. allg. unbeschréinkte Operatoren stehen, wiahrend diese im
Dirac-Bild beschrankt sind. Damit erfiillt die Schrodinger-Gleichung im Dirac-
Bild eine Grundvoraussetzung fiir die Anwendung der bisher entwickelten Theo-
rie der Dyson-Reihe. Daher auch die Bezeichnung ,—* fiir den Ubergang in
das Dirac-Bild: Das Ergebnis veranlafit viel eher zu einem Lécheln als die
Schrodinger-Gleichung im Schrédinger-Bild. Allerdings 16sen sich die mit einem
unbeschrénkten H verbundenen Schwierigkeiten bei Ubergang in das Dirac-Bild
nicht giinzlich in Wohlgefallen auf. Sie sind jetzt in der Bedingung v C dom (H)
enthalten.? Eine z. B. durch die Dyson-Reihe gegebene Losung des Anfangswert-
problems darf also nicht aus dom (H) herausfiihren.

C.3.2 Losung der Schrédinger-Gleichung

Satz C.3.1 Sei X = (X,C, (-, -)) H-Raum und H: X D dom (H) — X selbst-
adjungierter Operator. Sei A % {At}er C L(X;X) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

1. Stetige Abhdngigkeit von A:

R3t— A8 eC®RX) (£€X) (C.76)

2. Wohldefiniertheit, H-Beschrdinktheit und stetige Abhingigkeit der Kom-
mutatoren {[H, A¢]},cp-

(a) Firt e R ist der Kommutator [H, A:] auf dom (H) definiert:

dom ([H, A)]) = dom (H)  (t€R) (C.77)

3Nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz ist fiir selbstadjungiertes H die Unbeschrinktheit
von H gleichbedeutend mit dom (H) # X.
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(b) Fiirt € R gibt es a,b € (0,00) mit
[H, AJ¢l < algl +bHE (& € dom (H)) (C.78)

(¢) Die Kommutatoren hingen in folgendem Sinne stetig von ihrem Index
ab:

(R>t—[H AJ¢) € C(R;X) (£ € dom (H)) (C.79)

Dann erfillt —iZ £ {—izt} N die Voraussetzungen von Satz C.2.1 und fir
te
to € R, £ € dom (H) ist {us},cp mit

s def e,thU(—iA)ethog (C.80)

t—to

stark differenzierbare Lisung des Anfangswertproblems im Schridinger-Bild

iuy = (H + Ap) ug (teR); wy=¢ (C.81)
Sei B
O e emititag (il it (1 1) € R) (C.82)

Dann ist nach (C.80) {(7<H+A)

bty die zweiparametrige Schar der Zeit-

}(tl,tg)GRXR
entwicklungsoperatoren. Sie hat folgende Eigenschaften (t1,ta,t3,t € R):

< (H+A)

oA = ia (C.83)
o] - o @89
o) = o (©5

LY = O (c30)
%‘E{?ﬁgzm = gA (C.87)
5 'l}{{lﬁt(f—tm = g (C.88)

Beweis: Dafl —iA die Voraussetzungen von Satz C.2.1 erfiillt, folgt aus (C.23)
und den Eigenschaften der von H erzeugten unitdren Gruppe von Zeitentwick-
lungsoperatoren. Sei u die stark differenzierbare Losung des Anfangswertpro-
blems im Dirac-Bild

!

iUy = Ay ((ER); g, = eifltog (C.89)

Dann ist A

wy = Upg ettiiog (t eR) (C.90)
Es geniigt daher, fiir t; € R Uy, —y,dom (H) C dom (H) nachzuweisen, um mit
Hilfssatz C.3.1 die Behauptung zu folgern. Dazu zunéchst einige begriffliche

Vorbereitungen. Sei Y = graph (H) = {(u, Hu) ;u € dom (H)}.* Dann wird Y

4Hier wie im folgenden bezeichnet (-, -) ein Paar und kein Skalarprodukt.
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in kanonischer Weise zu einem B-Raum, wenn die linearen Operationen durch
(X ® X, C) induziert und Y durch die sog. Graphennorm |- |y, : ¥ — R mit

|(u, Hu)|y = |u| + |Hul (u € dom (H)) (C.91)
topologisiert wird. Seien fiir t € R B, V4, Cy: Y — Y gemif
By (u, Hu) = —i(Awu, HAwu) (u € dom (H)) (C.92)
Vi (u,Hu) = (e iy, He Hty) (u € dom (H)) (C.93)
C = VLBV, (C.94)

definiert. (Fiir ¢t € R ist HA; = [H, A¢] + A¢H auf dom (H) definiert.) Dann
ist B= {Bi},cr € L(Y;Y). (Die Linearitét folgt durch Einsetzen und die Be-
schriinktheit mit (2b).) Wegen V = {Vitier € L(Y;Y)ist auch C = {Ci}ier C
L(Y;Y).Seinunt; € R. Sei K C R kompaktes Intervall mit {to,¢1} C K. Dann
gilt zunéchst:
N = sup || Belly = sup || Celly < o0 (C.95)
teK tekK

Zum Nachweis geniigt es, mit Hilfe von (1) und (2¢)
(K>t— Bw) e C(K;Y) (yey) (C.96)

zu folgern. Denn dann ergibt sich N = Sup,c i || Btlly < oo aus dem Prinzip der
gleichméfligen Beschrianktheit. Mit der Isometrie von V' folgt dann auch

(K>t~ Cw) e C(K;Y) (yey) (C.97)
und sup,c g ||Ct|ly = N. Daraus folgt wie bei (C.23)
Wiher €CKY) = (K>t Cuyy) € C(K;Y) (C.98)
Insbesondere existiert fiir {y;},., € C (K;Y) die Stammfunktion
t t
K>t— /Csysds = /—i (Zsys,HZsys> ds (C.99)
to to

und diese ist wiederum stetig. Sei nun ¢ € dom (H). Dann wird durch

t
yO = (¢ HC), oy /Csyﬁn‘” ds  (neNjteK)  (C.100)
to

eine Funktionenfolge {y(”)}neNO C C(K;Y) definiert, und es gilt fir n € N
und ¢t € K (vollsténdige Induktion):

t
u = (IL@?’”’@HIL@?’"%) —i (Asfijt’;‘g"1’,HASI£4§"””<;)
to
(C.101)
Fiir den Abschlufl des Beweises geniigt es daher, fiir t € K die Absolutkonver-
genz » -, |yt(n) |y < 0o zu zeigen. Diese ergibt sich aus der fiir n € Ny giiltigen
Abschétzung

N" "
<—f—tl"ldy (e K) (C.102)

v ;
die mit vollstéindiger Induktion aus (C.100) und (C.95) abgeleitet wird.
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C.4 Streutheorie fiir zeitabhingige Potentiale

Satz C.4.1 (iiber asymptotische Vollstéindigkeit)
Werden die Voraussetzungen von Satz C.3.1 um die folgenden Anforderungen
erganzt:

1. Symmetrie der Storpotentiale:

Ay ist symmetrisch fir (t € R) (C.103)

2. Zeitliche Asymptotik der Storpotentiale: Es gibt eine mefbare Funktion
M: R — [0,00) mit

[Adl < M(t) ffateR, (C.104)

/M(t)dt < . (C.105)

Dann existieren die Mpller- Wellenoperatoren Qi sogar als Grenzwerte beziiglich
der Operatornorm || - ||

- —1 X vt
Oy = lim [gm et = Lim USTA (C.106)

t—too t—+oo

und fiir den S-Operator S = Q0 Q_ gilt ebenfalls beziiglich der Operatornorm:

$ = lim U{Z") (C.107)
S ist unitdr, und damit das Streuproblem asymptotisch vollstindig.
Beweis: Sei B
QL Uil (teRr) (C.108)
Dann gilt wegen Folgerung C.2.1 fiir ¢1,t2 € R
ta
195 1, = | = 100~ Rl < | [ M (D) (C.109)
t1
Damit existieren als Grenzwert beziiglich der Operatornorm
0, = Jim Qg (C.110)
o = tlir?o QL (C.111)

Daraus folgen mit der Unitaritét von 24 . fiir ¢ € R alle restlichen Behauptungen
durch Grenziibergang. (Erst Unitaritit von Q4, dann Unitaritit von S.)
Nach den vorangegangenen Ergebnissen gilt mit Grenzwerten beziiglich der

Operatornorm:
n

T . (—iz,m)

S = tlirglo nhHH;O Z I~ (C.112)
m=0

Fiir Anwendungen, bei denen dieser Grenzwert nicht in geschlossener Form aus-

gewertet werden kann, wiirde die Vertauschung der Grenzwertbildungen eine

yhatiirliche“ Entwicklung von S in Form einer Stérungsreihe nach Ordnungen

in —iA liefern. Dies ist tatséchlich moglich. Genauer gilt die folgende
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Bemerkung C.4.1 (iiber den S—Operator als Stérungsreihe)
Unter den Voraussetzungen von Satz C.3.1 und C.4.1 besteht fiir n € Ny die
Abschitzung

(—7;;4/,71)
Itg <—t1

¢ < % /M(t) dt| el (e eRiE € X) (C.113)

Damit ezistiert fiir n € Ny beziiglich der Operatornorm

iAn) e p(=idn) (C.114)

—+00——00 o0 to—t1
to—+oo

und es gilt ebenfalls beziiglich der Operatornorm

piam) || o1 /M 11
S - Z Tl < e (t) dt (C.115)

Insbesondere gilt also beziiglich der Operatornorm

§=> 1A (C.116)

m=0
Beweis:

1. (C.113) (vollstédndige Induktion): Im Induktionsschritt wird die ffa s € R
giiltige Beziehung

s n s n+1

M (s) L /M(r) dr| = ﬁ% /M(s) ds (C.117)

benutzt.

2. (C.114): Um die Existenz der Grenzwerte mit dem Cauchy-Kriterium
nachzuweisen, geniigt es, fiir n € N unter Verwendung von (C.51) und
(C.113) folgende Abschétzung zu beweisen:

k- fS
o /M(t) dt (C.118)
‘ t1t3 It(lnl—t2 t2
n—1

jM(t) dt| + 7M(t) dt

t1



Anhang D

Bezeichnungen

Die folgende Zusammenstellung mathematischer Begriffsbildungen, Konventio-
nen und Sitze entlastet die Darstellung in Kapitel 4 und Anhang C. Im Dienst
der Ubersichtlichkeit werden die wichtigsten Stichworte und Symbole als Rand-
notiz ihrer Erkldarung im Text zur Seite gestellt.

D.1 Allgemeine Schreibweisen

Eintrag D.1.1 (Koeffizientenkorper)
Als Koeffizientenkorper K linearer Rdume treten nur die reellen und komplexen
Zahlen auf: K € {R,C}.

Eintrag D.1.2 (Topologisierungskonvention)
Ein topologischer Raum (X, O) wird durch die fett gedruckte Trégermengenbe-
zeichnung abgekiirzt:

X € (X,0) (D.1)

Die in dieser Arbeit benétigten topologischen Riume werden im folgenden ein-
gefithrt und geméaf dieser Konvention abgekiirzt. Das Auftreten einer fett ge-
druckten Mengenbezeichnung im Text kann dann als Verweis auf diesen An-
hang aufgefafit werden. Abweichend davon gelten die Koeffizientenkorper als
kanonisch (=euklidisch) topologisiert und werden stets normal gedruckt. Unter-
mengen der Koeffizientenkérper werden dann fett gedruckt, wenn sie mit der
induzierten Topologie versehen sind.

D.2 Normierte Riume

Eintrag D.2.1 (Normierte Riume)

Ein normierter Raum X ist ein Tripel X = (X,K,|-]), bestehend aus seiner
(nichtleeren) Trigermenge X, seinem Koeffizientenkérper K und einer seine To-
pologie erzeugenden Norm |- |.

Der Limes beziiglich der Norm-Topologie heifit starker Limes und wird in For-
meln mit ,s-lim“ abgekiirzt.

Eintrag D.2.2 (Pri-Hilbert-Riume)

191

K € {R,C}

normierte Radume

X:(X’K’|")

Pra-Hilbert-Riume



Konvention fiir
Skalarprodukte

(7)7<|>

B-Raume, H-Rdume

stetige lineare Abbildun-
gen L (X;Y)

stetige Abbildungen
C(X;Y)

|. |OO
C(X;Y)

Familien
{Ax}iens {untren
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Sei X = (X, K, |-|) normierter Raum. Dann sind die folgenden Aussagen #qui-
valent:
1. | -] erfiillt die Parallelogrammgleichung:
4+ v + u— o) =2 (|u|2+|v|2> (u,v € X) (D.2)
2. Es gibt ein Skalarprodukt (-, -) : X x X — K, das | -| erzeugt:
uf = (w,u)  (ueX) (D.3)

In diesem Fall heifit X Pré-Hilbert-Raum, und dies wird durch die Schreibweise
X =(X,K, (-, -)) zum Ausdruck gebracht.

Ein Skalarprodukt ist je nach Konvention linear im ersten und konjugiert linear
im zweiten Argument oder umgekehrt. Im folgenden werden Skalarprodukte,
die linear im ersten Argument sind, mit runden Klammern, solche die linear im
zweiten Argument sind mit ,, Bra-Ket“ geschrieben. Also

(0 e Kju,v e X)
(0 e Kju,v e X)

(D.4)

(au,v) = a(u,v) = (u,av)
aulv) (D.5)

¢ =a (ulv) = (u|av)

Eintrag D.2.3 (B-Ridume, H-Riume) Ein vollstindiger normierter Raum
(Pra-Hilbert-Raum) heifit Banach-Raum (Hilbert-Raum) oder kurz B-Raum
(H-Raum).

D.3 Abbildungen

Eintrag D.3.1 (Stetige lineare Abbildungen)
Fiir zwei normierte Réume X = (X,K,|-[y) und Y = (Y,K,|-|,,) mit dem-
selben Koeffizientenkorper K bezeichnet L (X;Y) die Menge aller Funktionen
f: X =Y, die stetig und K-linear sind.

(L(X;Y),K, | -||) ist selbst normierter Raum, wenn || - || : L (X;Y) — R gemi8
Al = sup |Auly,

lulx <

(D.6)

definiert wird.

Eintrag D.3.2 (Stetige Abbildungen)

Fiir zwei topologische Riume X = (X,0x) und Y = (Y,0Oy) bezeichnet
C (X;Y) die Menge aller Funktionen f: X — Y die stetig sind.

Sei X kompakt, Y = (Y, K, |- |,-) normierter Raum (B-Raum) und |-|_
Y gemif

X —

ul o = sup [u(z)ly  (ue C(XY))
zeX

(D.7)

definiert. Dann ist C (X;Y) = (C (X;Y),K, |- |, ) normierter Raum (B-Raum).

Eintrag D.3.3 (Abbildungsfamilien)
Seien X = (X,K,[-]x), Y = (Y,K,|-]y). Seien {Ax},cp C L(X;Y) und
{ur} aen C X Familien mit nichtleerer Indexmenge A. Wenn hinsichtlich der
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Indexmenge keine Miflverstédndnisse zu befiirchten sind, wird die hiufig betrach-
tete Familie A 3 A — A uy € Y einfach mit Au bezeichnet:

Au= (A3 X Ayuy €Y) (D.8)

Dieselbe Schreibweise wird auch fiir ein v € X verwandt, wobei u mit der
konstanten Familie A > )\ — w identifiziert wird.

D.4 Differential- und Integralrechung
in Banach-Riumen

Eintrag D.4.1
Sei (X, K, |-]) B-Raum. Sei J C R nichtleeres offenes Intervall und v € C (J; X).

1. u heift an der Stelle ¢ € J (stark) differenzierbar, wenn es v € X gibt mit

Ut4e — Ut
£

lim
e—0

—v‘ =0 (D.9)

In diesem Fall heifit v Ableitung von u an der Stelle ¢ und wird mit u}
bezeichnet. u heifit differenzierbar, wenn v an jeder Stelle ¢t € J diffe-
renzierbar ist. u heifit stetig differenzierbar, wenn u differenzierbar und
u' € C(J;X) ist.
2. Sei ty € J. Dann existiert fiir ¢t € J das bestimmte Integral fﬁiﬁéot?
als Netzlimes Riemannscher Zwischensummen [Wal95]. Die Stammfunkti-
on

Ug ds

t max{to,t}
J> t|—>/us ds = sgn (t — to) / us ds (D.10)
to min{tg,t}
ist differenzierbar und ihre Ableitung ist u. Ferner gilt fiir t € J
t

¢
/us ds| < /|ug| ds (D.11)
to

to
3. Sei u differenzierbar. Dann gilt der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung in der Form
t
up = Uy + /u’s ds (to,t € J) (D.12)
to

(Beweis durch Projektion auf Dualraum).

D.5 Direkte Integraldarstellung

Eintrag D.5.1 (Vollstéindiger Spektralsatz von von Neumann) !
Sei (X,C, (-, -)) separabler H-Raum und H: X D dom (H) — X selbstadjun-
gierter Operator. Sei A C R das Spektrum von H. Dann gibt es

Isiehe z. B. [Mau67], chapter IX.

Ableitung '

Integral [, Stammfunkti-
on

Hauptsatz

Jo @ Xadp (V)
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1. eine Familie von H-Réumen {X = (X, C, (-, - )\)} ea

2. eine Borel-Maf} p1 auf A, beziiglich dessen die Funktion A 3 A — dim X,
meBbar ist,

3. eine unitdre Abbildung
U:X — / P xadu (V) (D.13)
A
so dal U jede Funktion ¢ (H) von H in folgendem Sinne diagonalisiert:

U (H)ul(A) =N [Uu] (X)) (ue X;AeA) (D.14)

Ein solches U wird dann als eine kanonische direkte Integraldarstellung bezeich-
net.
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